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PREFACIO 


Sor notado que 
El material 
octi vamente, 


ЕИ 


Indopendientes 
segunda parte se dan a conocor las pociones principales de 
Ja eria de procesos aleatorios y campos, como también le cuestiones 


mismo, ей esta parlo se 
tantos de procesos aleatorios, es di 
etaclonarios en is sontidos estrecho у amp 


“ 


Procesos de incrementos 
las ecuaciones diferen 


prueban las hipótesis extadístic 
Ток parámetros para distrib 
dica los hechos más importantes de la esta 
aleatorios que constituye ш 
] Volien del manual no 


mática (en particular, las tabla est И 
mos que por lo monas duplicar el volumen del 
uma parto dedicada a la estadística sólo conti 
indispensable que leva, en lo pri 

[os cuestiones de aplicación 


er teórico. 
Mes como la teoría de fiabi- 
ligado oe Juegos estocáticas y tintas, in toria del servicio de 
masas u otras se citan сп ol manual sólo con el fin do ilustrar los con- 
ceptos fundamontalos de la teoria do probabilidades y de Ja do procesos 

sMentories. 
A acor ue de mama o dehe, 
mente de modd 


en cuenta que sux enpftulos 

"diente шо del nti. Loa 
Tm ime anda 
esta a ейт a prelia 
[interesa 


irmaciones dadas on el libro pueden recurrir à la toratura Indicada 
al final dol manual. 
Гон autores adimit 

forma como por el estenkio, 
Todas las observaci nes criti 
gratitud 

En la preparación del 
ayuda por parte de N. Р. Ibo y La 
san un agradecimiento especial. 


je In exposición del material, tanto por la 
ү; está privada de ciertas deficioncias, 
y сис астан aceptadas con 


lores goyaron de gm 
Vi Lohánay A quienes oxpre- 


Los autores 


Teoría 
de probabilidades 


Capitulo 
ESPACIO PROBABILISTICO 


isperimento elestorio 


1.1.1. Пойа del experimento aleatorio, El concepto de expo- 
simonio n Ja teorie de probabilidades Vene une Sinilcación muy 
DONDE? Tuae oxpariment so determina, por certo complejo de com 
Pla Taa tef o toe за cam atiam o bin do resin 
(ene амсана de Ta Voluntad! del exporimontados, Y Por o 
resultados del experimento, es decir, por unos sucseos determinados 


"alos exper 
la teoria de probabili- 
experimentos aleatorios. 


los de experimentos 
ovas con los Ju 
ricados consta 


Demos a conocer algunos 
dojando aparto aquellos que están rol 
ur ny 


ЖЫ do моз, por lo cusl para апале la сайдай de todo el lote so 
escogen m artículos (m үл on la elección 
del experimento 


experimento aleatoro cuyo resultado es M aida de los premios co- 
pondientes a ciertos billetes de Ta loteria: E 


яз 


лымо з Suy 
o autofecundación 


Líquido se desplaza 


[I^ 


Las ..., En lorman us grupo completo de suce- 
туррын dor a y Es U do Uaes UAn йч 
TU, es decir, de estos sucesos ocurre por lo menos Und. 
ujunto no vacio de sucesos W que satisfaco Jas Condiciones: 
4) Si A €, entonces A € 
2) Si A, Вей, entonces A UB € À, 
а Sucesos. 


so de 


por el conjunto de sucesos elementales 9 (ш 
elementos so medianto la letra w con diferentes signos: 
9^, 0^, ui, telo. y por certa clase de sus subconjuntos 3, llantados. 
Sucesos que pueden ocurrir en el experimento, Ёма clas de hubconjun- 
dos dobe а асар las sizulontes condiciones: 


“ 


4) D єй (0 es un suceso cierto que ocurre al transcurrir cunl- 
quier suceso elemental); 

2) W Contiene of dubconjunto vacío $ que so uterprota como 
un suceso Imposible; 

Y = A EW, entonces Q—A € ij 0—4 cs un suceso opuesto 


4) st A EW, BEI, entonces A UB y А NB pertonocon a i 
el primer suceso se realiza cuando ocurre al menos umo de los sucesos 
Я 5 B, es decir, os la suma de A y B; el segundo suceso se realiza, ві 
Tranacürren tanto el suceso A como B. 

Ya clase de subconjuntos Щ que satisface las condiciones 1—4 
se denomiwa también dlgebra de conjuntas, 

yo E ct de que ма Tinto сопе con la clase de todos lo 

subconjuntos 

A titulo de importante ejemplo de exporlinento, aleatorio sirve 
una кшй an La «шы a mide coria аваат E, Cómo can elo 
des pueden considerarse aqui los del Lipo { ==), 
cierto valor fijado. Resulta natural por eso identificar el conjunto 
"d sucesos Шопова con un coujunto de puntos en uua recta, Si se 


aa 


нф qua la mlterción del amo experimento а veces significa Ja elec- 
F3 


"entonces A se ha realizado eu el iésimo exporimento). La magnitud 
SL) da, Н) lora d миме de leal de рышы del 


suceso А en n experimentos. En cierto grado, osta magaitud caract 

Miza la objetivo relación existante entre Jas condiciones del experi- 

mento y ul sucoso A, señalando con qué frecuencia estas condiciones 

conducen a la aparición del suceso А. Hemos de notar que vs (4) 
Tanto con n como con el cambio de la serie de oxperimentos 

He aquí las propiedades fondamentales de las frecuencias. 

ГЕ es бш suce Cierto, entonces yn (U) 7 1- 

Y 

а 


V ш un muere imposible, eatoni v (V) = 0. 
Pus todo A Cà fo Ve O va (4) < 

Ey адлы Ya (A) Сул. 
ДАРЫМ не, амо 


15 


B. Si Ay -n Ay son incompatibles dos a dos, entonces 
vn (34) =Y vn AD. 


7. Para todos los A € й se tiene у, (A, 
de 2, Axiomas do рата 
la modo exper 

Slas, Con sl aumento del nnter de К a ig dg 
fos sucesos oscila alodador de ci 


axiomática. La existe 
babilidas 


sal 

шеф camo al nite de a Ivcucoca, puts que pre la Js 

КҮ ICA 
His: 


ТУ. Si Y es un suceso imposiblo, entonces P (V) = 0. 
NADIA 

nz 4 Perg. 

MU. SE Au dare da S08 UNOR sucesos disputas dos а dos, 


"7$ run. 
4 
УШ, Para cualesquiera dos sucesos А y В 
P(A + B) = P (A) + P (B) — P (A N B) 
1X. Рага cualesquiera sucesos 41, 44, + ‚А, 


rÈ 4)<3, эло. 


+ An ciertos sucesos, Ay, 


X. Sean 4, 
=<. Án. Entonces. 


РИБА AS) = Y) PAD Y PIN + 
“ 


жеше у та, „+ AN 


40 


haa, риш ашк del карымы, teque gor 
Келу dr e a а 
A CAD 


а-вы es 


donde (y, ta << e do) ©» четт міоми del conjunto (b. 2, 
ч). Per consigilente, Че acuerdo com la propiedad УП, 


SON 
„2, 


Do este modo, la probabilidad en el experimento finito so determina 
prohabilidados de los sucesos elementales (resultade 

боза por los cazomomientos de simetria, para muchos expe- 

rimentos (ов puede establecerse a priori que los suzesos olemental 

Monen una misas probabilidad. Entonces, la probabilidad de cada 


L hs vomer de ты 


lus), mentras 


suceso vlomi 


ial es uma 


quo ln probabilidad del suceso A del tipo (2.4) es E. Si los sucesos 


din «alo; a 
de A lados 


mero de odos los resultados jes. 
"AT resolver los problemas releentes а Ta dofiuióu clásica, do 
la probabiladad os neesorio calcular el número de todos los пову 
Чы equipambles өн el expocimento Y, a continuación, el número de 
имей ovormbles Corricotemente, asto puede consagulrso mediante 
des" métodos combinatonos. 
тутт м bolas e боха dente de caja (n pre Todas 
das ilte aon барше. ¿Cad es la Pond d que no 
Veja singu сари vacio 
{теши loe cajones y supongamos que my es la cantidad do 
ola фи ol Cajón de numero i A talo de conjunto de sucesos cle 
tales tometucs Jos grupos de mineros (ay, Ma, +, Ma), donde 
т> 0, y Xo = я, El número de sucesos elementales "podemos 


Tae te a todo мимо le pondremos en correspondencia Una 
Маш de V y Т sogan la тириле regi = 
PETERE do 
bc dia n ux 


Еп esta sucesión Вау n — t unidades y n ceros. A cada una de colas 
fucesiunes de у 1 lo corresponde el suceso elemental (т, Pm c 
DU ir. donde m, es el namero de coros hasta la primera unidad 
el nimero de coros entre Jas unidades prumora y segunda, etc 
Ls Cantidad de las sucestones citadas es, cvidentomente, igual a 
Con el fu de hallar el número do resultados favorables se 


А» cual mi у Xon 


ааа 


¿que el ийшего de resultados favorables es C27! 
cada 


La probabilidad Inis 


CRX omnim _ эмеси 
SO (r Ta 


1-24. Probabilidades geométricos. Estas xon las probabili 
en los experimentos con ul vümero minita de resultados, ls 

iutarprstan como la elección al azar de un punto de cierio conjunto 
Sn RP So supone que este conjunto tene certa forma promittis 
peitenece a ln pario preljada de ota рын v la porke ie el 

z Pd жаа bgus y la рери de ta 
Here ге determina como taxón “entro el volumen, (areas longitud) 
cuide de la parte de la рш у el volumen (rca, дшш) de йа 
sta figura. 

заро, (problema sobro encuentro). Dos itdividuos se ponen 
de, send к Sv is limite el арно on й 
individuo primero ez llegat espera durante el Uompo a = i, y дерш 
so va; (OH es la probabilidad de que se оюма 7 

ынчы a шр de conjunto de messo siente u 
quadrado compuesto de les puntos (2, yj аж, OSS 
dodo y es cl tempo do llegado de lo individuos primo y sodio 
Los resul is orien lo атау 2 8 


» favoral para los cuales | 7 — y | < 


їз. Definición del espacio probabilstico 
124, de sucesos. En aquellos experimentos aleatorios 
en las cualas e ls de To шон Conti vi namen Valli de 
Sucesos hemos de considerar tanto sucesiones infinitas de sucesos, como 
Tas operaciones que se realizan con ellas, Entre dichas operaciones las 
más sencillas son la unión y la intersección de ona sucesión Infinita 
do sucesos. Si el Álgebra de sucesos es tal que a la par con cada suse 
sión Infinita do los sucesos Ap ela contiene también los sucesos f Ax 
Y Aya entonces esto álgobra Пета el nombro do gálgebra. El sucoso 
f| Ay consisto on que todos los sucesos Ay ocurren 
#1 suceso Y Ау consiste en que de Ja sucesión de los sucesos А, se rea- 
liza por 19 menos uno. 
а sucesión A, 86 donomina monótona decreciente, si А, > Аке, 
Y mondona erectio Si Aa © Аки para todo i. El sucios ПА 


denomina límite de la sucesión deerociente, mientras quo el suceso 
V Ay ез el limite de la sucesión crecicato de sucesos. El limite do la 


wiltáaeament 


48 


sucesión monótona (es decir, monótona creciente o monótona decré- 
Cer Aa де oceso È seré edlgebr, si a la par con tod 
sión gio la como bio el шө do EN 
Sa probabilidad está definida on cert о-на, э supone que 

ista Satire ми дайта más. el cual generaliza al axioma 11 (P. 1.2.0) 
Esto ахта leva el nombre de axioma ampliado de adición: 

кашы 
КА 


P(Y A) X PAN. 
¥ $ 


Este axioma es equivalente al siguiente axioma de continuida 
para vods mucosión monótona Ay se verifica 


P (йш Aj) = lim P (4). 


1.3.2. Espacio prolmbiliico. Se denomina espacio probabilístico 
(campo de probabilidades) mua totalidad de ts objetos: un espacio 
o sucesis elementales D, Ia odlgebra @ de subconjuntos del espacio 
que es la oxdlgabra de los "ins medida P (A), delta para 
Аран seua (0 297 lamada probabilidad, El paco 
ТЕШ» quee doloria" por ls ojos citados se рш 

Sj donomiva medida en la o-ilgebra de los subconjuntos U una 
función del conjunto P(A) no negativa mumérice-aditva, vs deci, 
ва función tal, para là cual 


PY Ane X PAN: 


"— —— 
TEE 
ГЫ к ты а. 
жи, Q y соња o-álgobra de sus sul qu зе denota con 
a ОЕ 


normada. 
mero numeralo do plemontes y, y 
juntos 0, entonces la probabilida 
se determina por completo mediante sus valores en los sucesos olo- 
тпелі: Supongamos que Q = (өр in o- ih P (lon) pas (аз) 
es ol conjunto de un punto que contiene wp. Entonces 


PA Y) paka los 


donde X, (o) = 1, cuando je £A; Xa (0) = Û, cuando o EA, os 
esr xA) es ot Indicador del anesso 4. Lor espacios probabilieticos 
Ai pide so denominan dier oo o : 

Rro ejemplo Importante del espacio probabilístico es yu espacio 
probabilístico para el cual сөе сер el espacio euclideo ml 
дола} Jr "Será natural considerar tal espacio de resultados en 
Aquellos experimentos ea los cuales se observan los valores de m 
Magnitudea reales. Designaremos con (e zi тт) las сюе 


падаз del punto 2 c Ят. En calidad de T lomiemos ua c-lgebre quo 
E n 


contiene los conjuntas de puntas del tipê 
[I ..., am EE bdo 
desde io € aj e: ho э meros, abr. Tale 
fers ol emis do fatui чыны à i delas as 
e M emo e a del Torman a 
Ey a E 
ici ton a ^ 


seri suficiente profarla en Ma. Puesto 

Jos conjuntos de A. pueden ser repesautbdee en forma" do una suns 

Че parelelepipedos semabiortos difuntos des a dos, resta 

ийгим à. medida e los conjuntos del tipo (3). 
153: Funciones de distribución. Sea 


[TE 
резнет con Di, Gh es mm sss a, D 


E nom" зт) el incremen. 
wd argumento en 


Раа, <, aa S2 н) 


<A up. a n А. ьа Gs em. 03) 
ре oste modo, toda medida en el espacio edible, (дт, 
deter ийсе por la fuii û tn j үт ud Че. 
ara que la modida correspondiente sea norinada e» necesa у ifi 

ciente qu so cumpla la condición. В 
L B a LL 
Indiquomos, además, algunas condiciones a las cuales necosaria- 
menis dae D. Do ates do Cdad m dedum qui n 
И. lim G(gh sss zm) para todo kmt, s.s m 


[E 
E i 
quiera que. sas Эль, es decir, la función O (î, ...‚ 2") es 
continua por la totalidad de los argumentos a Ja izquierda. 

To (3.3) proviene 


IV. А, cM. ba Аа, b, emm 


La función d (e, . - -, 2"), que satisface las condiciones 1—1У, 
e Mama función de distribución mi-dimensional Cuando m = 1, 
stas condiciones so reducen a lo siguiente: la función de distribución 
unidimensional es tal función Р (z), no decreciente y continua а la 


E] 


izquierda, que está definida en A y satisfaco las condiciones 
Ма Feo, Ша Poet 


А toda función de distribución m-limensional lo correspondo la 
única medida probabilística on (A, W). 


14, Magnitudes aleatorias 


14.1. Definición de la magnitud aleatorio, Las magnitudes alen- 
torias son aquellas que se miden en los experimentos aleatori. 
iind soria е considere diei por complet, e conoce l 
тейм del experimento e. Asi pues, To magnitud montaria & en 
Sendo meinte (d. nee eerte d einen 
олио dade, es una fenclón E (e) do un suceso aleatorio. El hecho 
е que on miro oxperimento medie 
"te e puodo observé o seco! al valor de i 
S otervalo dado A, cualquiera que ses ato 
lo: E(w) € 4) Ea. (4.4) 
Las funciones E (w) que para todos los intervalos A satisfacen 
ln condición (4). э ¡denominan medibles especia de la o-digehra 1 
6 bor "s 
e, qs Р) toda [d рай 
йозе de magnitudes aleatorias er 
Феде Es omiténdose In Indicación de que 1а п 
6 4 lo más т 0 itud aleatoria sir (а), 
le más «imple Че magnitud aleatoria sirvo xa (u), es 
decir, et dieser del mees 4: Za (o) = V cuando w € 4: La (à) = 
аны а d ak T 
iro ejemplo de magnitud aleatoria. os una magnitud aleatoria 
dissi uo toms al sumo un con ota ura de e 
pongamos que erlos valores von ay > S evidente que los 
dnos V fo] y Ay ми Incip ied don dme Ае O 


Son 


PU) 
Et juego de las probabilidades (7j) y de los números (x) so denomina 
Adi. de la viagra diete €, a determina probabi 

Ad de que 1 magnitud E eniga on cualquier conjunta А en In mela: 


w de итә magnitud aleatoria E ce atribuye a a medida 
Py (N) = P (ta: Elo) € AY. вз 


definida en la o-álgebra de conjuntos borelianos П. Do (4.4) so des- 
prendo que para todos los А borelian 


fo: Ete) € AE, 
por lo coal el sogundo mietahro de (4,2) está definido, 


a 


Segin ге deduce de los resultados del p. t.3, para dolinir la distri- 
bución de da magnitud E es sulciste pear función 
Fk) = Pim аў = Р {<=}, 
jw se denomina función de distribución de la magnitud E y os una 
ión de distribución unidimensional. ER 
raSi Ees ша magnitud disseta para la eval P (ê = zi) = pi, 
entonces 


пет Y nm X petah 


E 
donde ao mr ol 2 i € (e) m оша < 0, Шеина modiaute 
Fez 0) el limite a Ta derech (e en el punto з La magnitud 
db salto de la unción de кыы MI ME. ЕП 
con la as F Hd = z), Se E tiene distril 

КОЕНА EE Elia qe tie calme valor 
& jado J рик е X. соп la probabilidad 6, La pus E tiene. 
distribución abentutamente conimus. si existe wa їшї Je (2) 

ue 


seno | itia «з 


Unt funció, [e (o) uve satisface la corzslación (63) so denomina 
densidad de distribución" de. la magnitud E. SI E tond densidad de 
distribucio, entonces з distribución т expresará mediante la fé 
D 


nafron T 
1 


(la integral eu (44) so entiende como la едй de Lebesgue). En 
Particular, 


P. 


m-f nura 


La densidad do distribución satisface las siguientes dus condicio- 
nes evidentes: 


®) f (0270 casi para todos los t; 


ь [ran | naui. 
Toda función f (0, medible según que satistace las condi- 
ciones a) y 1) de Incrven an calidad de densidad de cea m 


aitud aleatoria. Demos а conocer unos ejemplos de les donsidados 
distribución. Cau 


2 


EJEMPLO 1. La densidad de la magoitud E distribuida uniforme- 
mente en la, 0] 


zca 


som m 
ne" 


тм 2 La densidad de distribución exponencial 


o a<% 
һә-{ мы, 25а 


EJEMPLO 3. La densidad de distribución normal 


AE 


La magoitud E tiene una distribución reticular, si os істца 


а 
єк 


todos sus posibles valores tienen la forma а $ kh, k = 0, о 
magnitud A se denomina. paso de la distribución. El máximo A, 
para el cul con cierto а 


Dr 


ойно, sempre qu Ù ome con predio poiiva pu o monos 
dos valores. "al F se Пата peso máximo de la distribución. Si los 
valoros posibles de E son iguales а а + АА, entonces == dh, dondo d. 
оз роне mi divi my bo para lr 
A ni 
AR 
лут els 


TN 
2. 


He aquí unos ejemplos. Denotaremos ру = P (E = М 
|гмїї 0 i La maguitud E tene una distribuci 
pora cierto 0 < a «c 1, m > 0, 


Pa =O, к< O; py = Chah a be nip 


binomial, si 


ama. 


ESEMPLO s La magnitud E tiene una distribución geométrica, 


sl para cierto O < ас! 
m= kc 


maA ah i» 
тиро & La magnitad E tiene wa disribucián de Poisson. 
si para cierto а > 


—— ЧР 
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1.5. Grupos de magnitudes aleatorias 


КЕСЕНЕ 
Ñ tocan eti nies. 60 


СЕ 


Desiguemos, mediante. (E (e), a Бы (ый un punto on йт 
de «parias э), y medlants A, ii paralclopipeño semiahiorio 
° Qe Rag, mG <n 
a corolación (БА) piede escribir de la forma: 
(ar alado + Б бөре муен вз 


o de (52) у do las igualdados 
(b o). <<: Ba (OE Bayo Ra d, Bon (ODE ЛЕ: 


En ONE у дь 


A Ere to) 


че sou válidas para 
ED 


кы im РЫ GO) өзел, GM 
ina distribución conjunta de las magnitudes $, -< Бы 


о del veelor aleatorio E = (E, fw). -s Em foi) ew Ли, Como se ha 
indicado ер, ГЭ, para prijo la meia rys т, ta t suficiente 
рейс ln función 


LOL LL) 


тө: (< En tel rn) 
EPEn sie m 
Jp cont ag Hama función conjunta de distribución de Tos magno 


Wiss Bee Esta os una función do distribución ж-йнпон 
por о anio, satisfaco las condiciones I—IV. Conociendo 


Conjunta de distribución de las magnitudes Ey. + En. podemos 
"lotorminar también la función conjunta do distribución de las mag- 
подан ы. ст М done Drm т f em 
DO һә шыш orm pes 


өг F (Yee) se compre dm Fish. La correlación (3:5) so 
deduce directamente do (5.4), puesto que (E, == +=) es un suceso 


a 


ў 
ЕЕЕ 


Yn 


za: es la 


тн conja do, so determina 
por las. probabilidades = 

Pa, my mte 
Una medida que defe 


m 
„ш, salt, 
Vy mah sos mel eh e 
fo] vx ir puntu n HP do Cordon 

vola 


ш. 


Como ejemplo de distribución discre 
метрийн - multimmial 
dle namoros onterme «ov la particularidad de 


imde © 


pmi ces mta 
тїш РЕК КГУ 
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don el segundo miembro figura la integral de Lebesgue hilo). 
Entonces la unción fp ты ge pes red SECIS dl Hondo de 
densidad conjunta de distribución de las magnitudes E,, ы. 
Ta orci compen d биши e аө o iini de T 
densidad тайрна segna emula 


е, mo n= 
=] om f hassan n rn sede 
De està orrelaco ө desprende la siguiente fórmula para la densid 


P» 
He aeter REI f as Un cen 


Soñalemos que la existoucia de la derivada que se encuentra en ol 
seguado misine de la uma Igualdad vo asegura lodavía para can 
Todes туу v am la existencia de densidad. Fora que Ga PRIS as 
уйунө el complimiento de la condición 


le uus. мале co mld ene dag m 


TES 
«de oe hasta Fco, oblezdreme la densidad dj distri 
[5 En particular, 


Фе? 
a= |! [ssa i ee 
у eiiis 


pm aportantes delas dersidados ar-dionsionalos 
Шын e eer aleatorio d "ed lone: 
mente distribuido dentro del conjunto medible acotado G c Ят, si 


la densidad conjunta de las magnitudes i, .. ., E tiene la forms 


$ i 
E -f чыш Er зо 
[um 


dondo mes G os la medida de Lebesgue G en R 
MANDO 2^ Un vector aleatorio Gn 


ES tiene distribución 


опти po дымы, exte on pime “a y la matriz 
Cs I Gu le mires mo degeneradn y. о по pegar 
ые а densidad de Distribución copant do Ts таш 


rem yes expedida 


mium 


> r 


xI X Cute al 


mitades 


gi jor “ллы es ма función. 
фогейапа debi decir, na unción medible respecto 
la o-álgobra de conjuntos boreltanos on AIM. Ron = g (re ++ Embe 


pe 
пеев | 


So 


fagul, em (al, a, 218) es In variable de Integración en Л" 
Integral os de'Lebeigue respecto а Ta medida py. En, Y Se Caleu 
qn, el dominio б кш. s 2%) < 2) que aprenda un subcon- 


Junto, boreliano en. 
‘Supongamos que р бд, - función diforenciable y 


эе 


Sj ов que existe la "me: conjunta de las magnitudes Ё, 


+ a i entonces la magnitud v, también tiene densidad quo se deler- 
ша йиш о" ч 
~-t 
Mo fe = 
юй ше iion 


eds sus In sra en el segundo utero es eta туз puit 
и peii (n meia с 183 riada por 


Scar OMNEA 
Mr CI NEC а 0 


Sean nns 


. Bad, En өнө coso, la dsribución conjunta de ls параде 
он pe i Tau 


бас айбе, fof * 
“нө... sa m шм, pee 
XH ан 


para ol coujunto horellaro C cc A; la integral en c segundo membro 

şe toma por el conjunto Te: ê iz) CC), doude ge (ы... ga) som 
Tos puntos eu Н donadas N^ e 

'Supongnasos que las fnnciouts а («c m) son difon 

аме у existe, димә de las magni- 

tudes by, istebución conjunta do 
* т se expresa. поне a {йиш 


Р reis 


Sm 


La integral on el segundo. 
Superficie e dimensión m 
oves f (r, 


se extiende por la 
P ome de ccm 


ев un jucobíano de las funciones a, - . +, гу respecto de las vari 
а. 


Cousideremos las distribuciones de las funciones más sencillas 
de um par de magnitudes aleatorias: 
Distribución de ln suma (diferencia) de dos magnitudes, La fuu- 


ión de distribución de uma suma (diferencia «e da medianto Ia form 


f [uw det). 
E 


Ра. 


Si oxiste y, py entonces 
Juss | ы» ne 


son, unas вары discretas de valer ontoro y py = 
E ды 


PE == Y nee 


Le 


Distribución del producto de dos magnitudes. La fnución de dise 
tribución de un producto se da mediante la fórmula 


пае JT muto am. 


SL existe f pyr entonces 


һә $, (T) 


jistribueión de la razón de dos magnitudes. La (апенди de d 
ein de tna razón se da meshante la fórmula 


тыл,” i Mas, qa Un det 


SI existe fi s entonces 


hoo Û a (e) AES. 


44. Esperanza matemática 


16.1. Hsperanea matemática, de una magnitud discreta, Supon 
amos que en wn experimento aleatorio so observa cierta magnitud 
Aleatoria E, que puede tomar un número finito de valores ay, 
con las probabilidades correspondientes рр... ру. Si m 
son Jas observaciones de la magnitud en m realizaciones suce 
experimento, el valor medio We las magnes elscrvadas puedo 
presentarse on lo forma 


erm Y) ams s 
E 


donde Ay son ln sureme (È = ap) Y 
Ard le ec por ТАТ 


Let 


expresión " 
m= аљ. 


jue se denomina, media probabilíica o bien esperanza matemática 
арна aleatoria E 

ЗГ una magnitud “discreta акыйа que tama los valoros а 
ке, тош lan probabilidades pa, эшш la aprecio 


Steps quo Мү ean 
MES (lempo que 


tonces ME = r. 

naa matemática de una magailud arbitraria, Con el 
оон speranza matemática de una magnitud aleatoria. 
arbitraria E introduzcamos una sucesión de magnitudes aleatorias 


disrotas E deteialnadas mediante la igualdad E, = -Ё, i С < 


«ЖЫ ao at ad ciam pora Ta elo qu 


1, — El < Ê. SÍ ME, existe para cierto n, existirá para todos los n, 
у, абд», existe el Ite 
amas Y) Erf <<}, 
ا‎ 


Esto límite so Паша esperanza matemática de la magaitud E y so 
donota por ME. La esperanza matemática deliada del modo indicado 
Conserva las propiedades 1—V. Si ф es una magnitud aleatoria no 
negativa, ME siempre se considera determinada o igual a -co en 
el ento cuando la serie. 


Einb) ae. 


1.6.13. Fórmulas para calcular la esperanza matemática. S1 
Pg (e) es una función do distribución de la magnitud €, ontoncos 


(las integrales en el segundo miembro son de Stieltj leulan 
Legg E) 
Че a magnitud E, entonces 

m= j xj, (2) dz, cuando f Izl hds < =. 


Dada la magnitud $ — E (a) en el probabilístico (0, i, P) 
matemática puede calcularse vow ayuda de la integral 
respecto de la medida Р: 


миш | Eto) del 


a congición de que la integral en el segundo membro existe. 

V. mognituóes aleatorias y Г, 
ЕТТТ entras qm 
Mr EE p 


[rd < 


siempre. que la 
ntie 


Men ооо End 


e is iE it 


slompto que la integral de Lebesgue чой ирде en ol wulo miembro 
Convera, Abpolmtamente. 
1.44. Moimentos de las magnitudes aleatorias. Lu magnitud 


zm) dzy 


мас [аап nti 


so denomina feésimo momento de la magnitud È (м dicha esperanza 
matemática existe). El Asimo momento de la magmtud Ё — ME 
So llama dsl momento central. Este último se calcula me 


V formula. 
мами | MER aF, c 

RI Kêuimo momento de la magnitud aleatoria | | xo llama йө 

Momento absolute do la magnitud $. 


Un papel peculiar pertenece al Segundo momento contral que s0 
ано тыйа de L magnitud y so devote por ВЕОМА 9 


DEM (ê MË? = Mt — ME) 
casaron [star ia ( j earn)" 


nte 


E] 


Para las magrítulos absolutamente continuas la varianza se calcula 
segin da n 


M- fumpta fonts (fana. 


Vara la арий secreta E que locia los volores ад cun las probas 
lidades pa E ш 


vi Y ара (М am)? 


Momas de notar que DE чїй sempre de «ч definido MES 
ito puedo. adquirir. el valor. [o0 
qe teg o = DE mo vivons de desviación star 
de la ir 
señalemos uma propiedad importante de la maguitad DE si 
Dk “б entonces P (È = ME) = Lees deci, en ente cabo la шары 
Eeng Is probabilidad cis gados cou a To 
Sean E munies aleatorias dadas cou la función 
de тоа дима ў, e eie ы Las тш 


Ed 


ans) Mir ss ns 


Fim > hem 
"de ote k. 


NE Mb — Mg rox, 
covariación de los magnitudes È y y, La арин 
cor & 


КАЛ] 


se Mama cooficiente de correlación de las ma, 

Algunas de las propiedades del coeficiente d 
ienas 

2 Si Î I, entonces con la pisbalilidad 1 so verifica 


E 
ena y рамна 


өз decir, on se caso E y п están asociada meine una сапеда 
{айу Par ta raran 3 puedo conterere como ча medida de 
ea d de adilaga E 3, S las magiado y 

шш o ra 2d a Matan Inerrleionadas. 
an mcumlacionades des 3 des, 


кө donam 


ae aqui 


нум err ee at pete E] 


Ў e 
donde a op us númoro complejo conjugado de a. 
шов ls esporas mides y ба varianzas par ciar- 


qas magnitudes aleatorias que tionon distribuciones discretas y abso- 
Iitameñte continuas. 
т) Eco una magnitu do valor entero, uniformeinento distribuida 


ma NE PRETI mam А, 


hm dic Nai. 


SE ues distn 
hol, ..., Uat, 


Mi Y) ri-o 


d) E tiene distribución de Poisson: Р. j= ere, bm 1, 
2.1 a>, 


+Y Fe ema 
p^ 


o) tione distribución uniforme en la. A]: 


morty fee 


еу, 


x 


distribución  oxponencial: (=e, cnt 


"egt e (A 


D pow 


Rem x 


Mic aai 


1 
+ 


na ct اسا‎ 


я) è tene distribución normal. 


17. Probabilidades condicionales y esperanzas matemáticas 
1.7.1. Probabilidad condicional respecto de un suceso. Lo expresión 


ram 


ЖООН po del 
Sues ds para el cont P W) Y. Do aqui эе deduce 1а formel 
"aiplieneión de lax probabilidades 


Pu пв ) P iB) = P (BIA) Pun 
para P (Af on términos de P (B/A): 


A PA 
rum Uaw, 


A. 


ve memora Ps T 


Fórmula de probabilidad total, Sea Гу. s, un gripe emm- 
pleto de sucesos T oitrxes, pata lodo suceso A а 


Pins Y PU) FU. 


La fórmula de Bayes proporcio 
lidades condirioale: 
(ы... E) а condici 


à cx presión 
ne de los sucesos y del gripo v 
y de que ei suceso A ya tuvo Jugar 


Esta fórmula se lama tambaco fórmula para la probabilidad de la 
м después quies que ei suceso 4 puedo 


ЕКТ 
аад з Ши a as pala de s d 
EE yp mt 

Tie mum d paet PE une bà 
эт у Мше їз ыы] de etian эш Di ha de o 
эшта urs py. Зей TN 


pués de lo cual de esta se Loma una bola. ¿Cuál є la proba- 
Bilidad de haber cezido ln 2óxna urua, si la bola Тез sut negra? 
S ev el suceso consistente en que Ja nma elegida era la Kesima 


„ 35 


y ol suceso А, en que la bola extraída resultó ser negra, onlonces 


کے 
BET.‏ 
Distribución condicional de una magnitud aleatoria, lixa-‏ .1.7.2 
тина E- La expresión‏ 
PESA‏ 
FU‏ 


P(E 4= 


feu 


condicional de la magnitud E 
Nespocto del succes A, Estará demus, «i P (1) > U. Si ÍA) 
es absolutamente continua y 


rue | пша, 


quiete Ja gA) sa lg dida de ditibución condicional de 
район. temo la densidad de distribución condicional posa 


1 se denominan momentas cun 
dicionalos de la magnitud, En particular, la expresión 


мл f E 


si la intogral en el segundo miembro com 


«tsolotamento, Шона 
om. d i 


ol nombre de esperanza matemática condicional de la 
respect Si E está prelijada en el espacio probabilistic 
10, W, Pj, para la esperanza matemática condicional puedo presei- 


жил 
: 
ишет fiora 


sucesos. Resulta licita la si- 


= Ý меур. 
щ= Y мавы) 


Se puede dar también cierta generalización de esta fórmula. Si С 
eve la Torma C = U Bra олиб 


[rore Y MEEDE). en 


Dc 


Supongamos que el suceso A consiste eu que (а < b«c b). En oste 
caso la función de dstabución condicional 


O pe. ect 
E 


а ln distribución de la magultud marginada Ë o la distribución mar- 
Ties ерш а раша ERES; Seen push 
ас marginada: 


MGI le <t <= FTE j E 
оше < паана Е 


(ако анн)“ 


iei iier de una den i 
«tonal дере de шл e itin. 
Леко de sucesos, estowees las unie ın Y ol con 
Justo Vacio Гене o. Gob minimal AAT Am. 
^. Designemu esta c-álgebra con Ae Supougamos que ME existo, 
Uia aesti ens eren ers al UTD. e ene ту. 
uz mátemática condicions! de 1 magnitu ксеро de. a di 
bra Me. So designa mediante M (Ego) y satisface las sigui dos 
ME ышы e» mele reperto ве la olgeta т, 
Ti. Pura todos fos C € w, se verilica d 


i m j M/s) Pdo). 


La elmer condición en ete cuo significa que M (t) e conta 
en os conjuntos Ey, lo que proviene Че lo del Ж 
ТА e s eR 

a magmitnd ce Желеде (0, es uno o-olgelun de sucesos 
do et para DE d 


for nt € AE 


matemática condicio: 
de la olera o C Y, siempre que: 
Todes los C € Be 


E] 


Obeervenes que las condiciones 1) y 2) determinan miivocamente 
yis Probl тани п a) чт (0) tambien sico 
T's тү entonces 


ph 


моа 
= | ceres 
moon 
+ | emma 


= | d 9-to»ra)- 
^ 


СЕТИ? 


ишы de que 
епова! de la 
devota eon ME Na! 


donde y4 (on es el 
dad condi lonal de 4 


ыны? 


ил exite 
in Py 

indicator del conjunto 

respecto de la 


o), ses medida pra a 
ey eas matemáticas de 1 s ve eslculon según la 


S 
emo f tei rato 


La ые Fate ıe denomina, tun 
ción de dltribuciód condicional de le эдей È бом di ha 


álgebra Mo- Si, en cambio, Ау (2: 


Û, ea an, mas 


тусда зе Iam de distrib ción condicional de la mag- 


Mud $ respecto de Ja орта y 
ra iidades condicionales, y de las 

esperas па a Miranda de la cepamra matendula (oa 
ммм 

lj Fórmula de là probabilidad tsi 
P(A NPA av 


e) Extracción del factor del signo de la espornuza matemática 
condicional. ез nra magnitud. Bsmedible, e tere 
M GV te) M аЛ). 
dy Fórmula de las esperanzas matemáticas reiteradas: si ex que 
we e э. además. He у в son odlgebras, entonces 
M Gia М лауа) м (м уша). 
9 Paso limite en la esperanza matemática condidional según una 
didn supongamos que a son unas odügebrae. Wa С йкы E 
„у que Ue oe la сїрєтї minima que contiene U Wy, oh este 


caso tenemos 


мат) шама 


1/13. Métodos para ealrular las distribuciones condi 


Soan Ey y des mgl aleatorias. con ly 

de conjuntos del (ро fw: v € toda una serie de cor 

Santos роте ипо en una fec рода 
таш y La aeri Astara те ams Ven e diit 
Ж: m» 2 v ренда. Dicha тид 

Жопа t» qe medie, razón por la cual ert fone in Dorellana de n. 


iguarernos фи. valor, para т == y. como Fp (алу = y). Supongamos 
Mes enne fa denudar бе distribución fe (pi Aquen 


donde, Fyn Gr) өч conjunta. de 
i 


[M Lamp erem стани, (о а 
ilice КАЕ, mdi ра 
detine la densidad de distribución condicional de la magnitud i pora 
канн de Marin reto a Г М aad T 
DL OC Error 

Ы Рн) 


Se mam msgnitudes, atento 
уы um, a 9 чаек Y 


ss Res eS decur, la о-айгеМа de conjuntos del tipo. 
ҮЛҮЛ 
маноз en Л”; Mus + + ss T) ев un punto 


NC, (orate e уа, з 


39 


iuto faccio de Asaribución condicional conjunta de Jas m 
tudes E. 

toria es una funci, 
= yy те designará 


LP 


Tn, tionon densidad de distribución conjunta on forma 
me vr ===: ояд, entonces 


"———Ó: 


XOR, ceti Yide 
donde Fu. ge my Eto ccoo ты <a) ен uma funclón 


de distribución conjunta do las magritudes t. > bec eee 
SÍ oxiste la densidad conjunta ы po py, um, т-с) zn 


sisse o бөз magnitudes е 
Ld 


A mte m se 
Phy, m + 


E] 
serî la densidad conjunta condicional de las magnitudes y, ..., En 
* condición de m сук Mr 
tes, ai P 
verifican 


. оз sucesos А y 8 so llaman indepondion- 
NB = P (A) P (D) Para los sucesos independientes. so 


PU) - PU, Р (B'A =P (0) 
La imaguitud E no depende del suceso A, si 
Fia Fi 
El suceso А no dopende de la осема qu, сөп la probabilidad 1 
же veria 
ваар). 
Para que А по dependa de lb, es necesario que А ко dependa de 
ningûn suceso B © Up. y es eficiente que i sea vodependionte de 
los sucesos de cierta álgebra б, tal que TI, ses la álgebra mínima 


quo contiene d 
Las Re y Ma son independientes. 
PA AD FP) РОН pira тазша 4 € 
le de o. si 


La perit E no dopen 

drada por la magnitud $, y ts 305 y 

Sario y scien que con Ia probabilidad 
Lr 


“ 


Las magnitudes E y n son independientes. si lo son lus a-álgebras M 
Yao Ёма doc magnitudes independientes E y qe verfa, ® 


Ponte d m Fy Pa (Oh 
donde Fy p Le, w) os uua función de distribución conjunta de E y n 
^" rr taj son funciones de distribución de E y n, respectivamonta, 

Magnitudes En. + En som Independientes en conjunto, sí 


СЕСЕ 


nm 


efe Hec ll 


I EE 


Mihi Fs cius 


do distribución Conjuntas 
in 


Fus сы Emo omp OM Funciones 


las magnitudes E. о 
жа йын 
"ты sow dependientes (suelo decirse 
E dependen de messes т), етке, 


gu tm 


" АЧ 
EE 
Doi 


NS fi та» 


los sucesos А... Ap Son i 
enondo, para cualesquiera TE h< da 


E (û, 4=, LIONS 


ESCMPLO Imuziaémovos un experimento que cmisiste eu 
ción al azar de una de cuatro bolas. Supongamos que tres de dichas 
holas están numeradas com las eiras 1. 2, 3, mientras que en la 
cuarta bole ostan grabadas todas las cifras mencionadas Desngneians 
mediante 4,. i = 1, 2, 3 un suceso consistent» ез үм 1а bela ologída. 


а 


tenga la cifra 1 Evidentemente, 


ТЕ 


рца) 


1 
r2 
TA, б AY PU, N Am PUS A) — 


€ 
PAN AD A. 


node que les sucesos An, Аз, Ау чан indepesdibites ds а dos, 
по чей тийгенине в Sega 


Capitulo 2 


sucesiones DE sucesos 
Y MAGNITUDES INDEPENDIENTES 


24. Loy de cero y de unidad 


2.1.1. Teorema de Borel—Cantelli. Sea fAs, а > 1) una suco- 
són “sucesos e» supone, que и fido el espacio” probabuistico 
10, s E) y, además. A, € 7 Un suces consistente en que entre 
dao V, ror mer ilie de ellen, e denomina nie 

mior de la enim (4, n> 1) y so denota Та Ay. Se Nama 
RO iut ar oy e he eel Tor ma 1 и uo ton 
Чөө an que ne осте solo m ainnero Vana de los sucesos Aj 
Tienen Jugar Ts igualdad 


ua. б, As влке 0 А 
Ung хаккы йа Че sucesos А, > 1) e Hama sucesión de месин 
dependientes para odo a Na vos di, da. Sce АГУ Н 
pate, es dei 


ON 


mE 
wem de Bere Cael. T. sf nnn d rarus 
Vn. R21) ө ш ше S US Єх, enter Pi Ade. 2. S 


para la rucestom de suceses independientes (An. т 21) Mene" lugar. 
рле em. «тыме Pim Ae 


р» еме sre ж desprende que para la sucesión de suc 
jeje tis к > 1 PE ee nd, em o pri 
UL Ley de cero y de unidad de Kolmagórov. Sen (u, n> 1) 
vaa eco de las de os putes ft Denon 


«вв Ü ttn lo oálgolca minima que conti ne todas las o-álgebras 


Ere 


тыз: Lr 


q-ilgebra de los sucesos сомет cu las о-Йремзз ÎI in pora 
todo m=4, 2,- е 


а 


к СРИ 
e a al ed 
E AA 


Fs t M e ana etin de осии indeve 
dientes, todo suce de la "We fene probabilidad 0, o Lien. 
sucesión de las ma Th. К> 1) so deno- 
lentes, si para todos 


Э una Sucesión de magnitudes aleatorias indepondien- 
unción de un wómoro infi 

Шы ЫСЫ "que Jê жари E OS 

medible respecto de [i Ey, emonces de la ley de cero y do unidad 

se deduce que £ toma con la probabilidad 1 us valor nico. Eu par. 

para los magnitudes aleatorias independientes (E, £> 1) 


+3, ie m LE En son 
constantes con la probabilidad 4. Para йа sucosón do 
tes aleatorias indepondientes (a. i 1) la sero Su o bion 


converge con la probabilidad 1, » bien diverge con fs Inisua. pro- 
babilidad. io de 


cul 


Tos magnitudes lim tn, IT En, Him 


22. Esquema de Вето 


2.2.1. Distribución binomial 
sos dep. 
TMagomos 


Dev 
Le cada duo бе el 
mero de нк sucesor Ay del 
conjunto 4r. 4 Tan realizado Ка сме caso v 
Pm ише, en 0 
Вып, mp vem Сич, mad, 2, 4) 
la práctica so aucuenten con frecuencia ol siguiento esquema 
(esquema. de Беш!) se realizan a peda, (experimentos) idos 
Боем (en el sentido toórico-probabiiistico) en cada. una de las 
les puede ocurrir con Ja probabilidad p cierto suceso. fijado A, 
tasti e укім Мад de qe а voa serte de n procos el eto 
ocurre exactamente m veces es igual a Dy (ns к, m m 0, ds e 


ipongunes que cada uno de les articulos fabricados 
le resultar defectuoso con la probabilidad p. En 
eso caso la probabilidad de que en un ote de л articulos Raya a lo 


sumo m defectuosos es iguala Ў) В (n. 
Tl número medio de apariciones del suceso А en la sorie de 


п pruebas será Ў) niis н) ят. 
E 


а 


La varianza del mimoto de apariciones del suceso A on а 
PT 
Si m varia de Û husta a, las probabilidades Bp (n, т) crecen al 


principio, y lege docrecea, alcanzando el valor vitio para m = 
Dio ph, ste número np p uo es mu E 


T 

Мн eno, dor pide mba: Pp o: 
XL 

ЕЛ 


linomial. Supongamos que como resultado 
e puedo ocur uno de m 


ba 
ا‎ 
54 


W el numero de aquellas 


Кт 
= мт cuta" 
xet 0m 
donde in > 0, o h + ta F ición so Hama 
покк. Cuando ж "distribución 


nomial 
2.2.3. Aproximación binomial para la distribución hi E 

rica, Supongamos que de una totalidad de n objeto, do los cuales 

va objetos so del género 1Y па objetos, del ginem Z (o nem m) 

M eligo sin retorme ua grupo de £ objetos, k << a. Dosignomos medi 

V el nimero de votes del género 1 ей la muestra. La 

dila тарий y Чё denomina hiperpeomérica y se calcula según la 
mula 


Pan lke Рб) 


y m=0,1,2, mia m) 23) 


Cuando n — = y A e р, resulta vilida la correlación 


Pas bm) — Ву, me 


de modo que el esquema de Bernoulli puede cousiderarse como una. 
She аш t de ue aded irata de b а 
logia, pongamos qao e ЗЫМ de n objetos, 
de cal aba on del e Ыр "cha 
Ж elige sm retorno m objetos. iE con v, 
al mimere de objetos dei género 1 en la mult, tendremos: 


сусу 


Рт 


тт) 


Aqui, тута mE Он, m фа, H 


Cuando n у Pro 


r, 


Pimm coos rar m 


es decir, eu el rite ге obtienen probabilidades polinemiales. 


2.3. Teoremas de límites para el esquema de Bernoulli 


23.1. Ley de los grandes números. Des 
de apatieiones del suceso А en 

Sea p lu probabil 

sto Coso para 


res cen yy c nimero 
п coe ndiperdion 
sus A en una Prueba. DN 


"M on 


Suelo decise que иза sucesión de las 
ДЬ. n > 1) converge en probabil 
rara todo т> 


igmitudes alontorias 


De eto mavera, In aliruación antecedente nic e a Песна 
eon qun el чеш 4 арипке en Ia sce do n pushan máepenilanas 
converge en probalalided hacia la probabilidad p de aparición del 


co A en ina ponla 
13.2, Арго» 5 I la distribucion binomial. 


puede sosa La esia r 
quere el e se buscan 
las magnitudes de Bp (n, m cuando я oo 

Teorema de Mólvre—Laplace. Hagamos np=an, np, 


Si Ba > о para noce oe Y zam et acotado, 


es 


La afirmación del teorema es también válida en el caso en que 
рр Colada, mentras que p y 7 dependen de » de ш modo tal 
ачри 

Teorema del limite integral de Moivre Laplace. £m lat conde 
clones del teorema antecedente, para зу < т arbitrarios resulta Merta 


46 


la fórmula asintéiies 


لے کچ elo‏ 


donde v, es el múmero de apariciones del suceso A en una serie de n prue- 
Pas independientes, menpre que en una sola prueba el suceso А ocurre 
соп la probabilidad po 


En otros palabras, la distribución de la magni UR 


эч 
sedia O y la varianza f. 
'diiribueión binomial. Supon- 
Pruebas independientes yla pro- 
cc en una prueba dependo дол 
jq, 0n acotada, 
va 0, tando n ce ee. 


By (n, m) = Ba (a. n — m) 


Puesto que py — Û, se bene que q, — 1, 3, consecuentemente, 
ba ~ ap = яр 

"тебем de Poison. Si, pa 
Sa c Cp w entonces pare 


RETA 
ER 


DL as 


ap — бу D. 0, cuando nm =. 


“ 


24. Comportamiento asintótico de las probabilidades polino- 
miales. Hagamos 


тыт». 


donde mtm t... {+ my = a, т жй, n ga 
pL O, ча vn mend ontoro Tado (r S 2, fas magi 
B. e npa ap, s т. ра ба Adaro енотов pari nce ж 


DIR 


Aquí, т, ть 


mise, Son unos números arbitrarios no negativos, 


gee E 


1 à puede también variar 


into con n. 


— ce, y todas las шад. 
den биш... ч а, ирт ту мы acotados, омок par 
э," Pi, onteros ев хатое у no negativos, lonemos, cuando 


Унет m 
э... тл“ 


эме ma sens mp) quy 


€————— 
nerprun 

BUL, Gime de inerte de a en de дерде 
сыл рү 
de las magnitudes aleatorias idependientes. Sea (л> 1) una 
id E 
una g-áigobra de sucesos del tipo (E, € A), donde А os un conjunto 
Ааа aire 
Ка башы рынын e dl qn eah Er 
Spir peer i aTa men E Ыз 
Бао ADL SEE АСЕ ЕЕ 

Teorema, Para que las magnitudes E, Ё... Èn sean indepen- 
ts iue tap 
dier En tt verifique 

Ma (ê Mas Èa) = Ме, (E) Mes (Es) > М), 

Lorie did lp da cn ке 
et 


Es parco ¿E ES. E son independientes y МЫ (= 
=i. aaan a'g E $ „ы 


“Дж 


Para las magnitudes aleatorias independientes Sj - -ı ón 


2 
РЕТ ык: 
T- T 
Meise бы gripas p Л амынды t 
Ho T 2.) lns magnitudes aleatorias 
TR dela ыш. ЖАП independientes 


arbitraria y ¢ (z), una función 
10, +). En esto caso, para 


Mes (a) ме 
[IIT <и! >< M "m 


pini жамыга tpe ttam 
асас 

зире @ ере. = m (C: C> O у Р (ab > С) = 9. 
Herm же Ва LISE а 


м. misge МИ" 
i crnim >< MEDB, вз 


Para r = 2 de aquí ө doduce la desigualdad de Chóbishov: 


rim >). [2] 


243. Convergencia en media. Uns sucesión de lay mà 
aoaaa (o E 1) converge en media del ordon т, т > O» 
[pt Or rd = 


Ша M 15.8170. 


а-аа 4 


cesión de laz magnitudes aleatorias (Ey, a > 4) se Ham: 
шлык тарам, d "иңел 


"m 


C7 agi 


Para que En e E en media del orden r, és necesario y suficienti 
que de E ранда y que Îs soceon | E, 17 зей uniformo 
Supongamos que £ (z) es una función de More! arbitraria prefijado 
we aea a тириде d puntos dr discontinuidad do ВОР 
ron (фу 4 че $} converge а prubabibdad lucta la maghi fat 
TUR ema s probabilidat 
Ыт 


Sito entem g fni e s i T3 agris del o lul 
S rl ту En pairs, Si d. ce E cu probabilidad. сайт 
Vim Pk, o) Р <2) pars cualquier z dal que P (E 


4 de jos grandes números, Asi se ilaman los teuremus 
que oi Tos condere con Jas cuales 


iY&alxàxv» 

I WE 
qu probabilidad, En el p. 2.34 so һа aducido una afirmación de tal 
Índolo que se refería al esquema de Bernoulli. Observomos quo sl vy 
«т número de apariciones del uc А en uma sera do л progbil 


independientes, entonces v, = $] t. donde E, es una magnitud alea- 


toria igual a 4, sí en la sima prueba. tuvo lugar ol suceso A, 6 igual 
KO on el caso contrario. Entonces = ^ 


ا جسم з-ў‏ 


Egamineuos un problema que es algo más general. Sean dad 
sucesión de magnitudes aleatorias indopendientes (En, n o 1,2): 
Henr и рр рд wr 
Aan ao. Se pregunta, оц e condiciones exit una Suec Шш 
rica (an, n= 1,2, tal que para n» o 


Xue 
m 


en probabilidad? La respuesta la hallamos en el siguiento teorem; 

"Teorema f. Sea (Sn, n > 1) una sucesión de magnitudes aleatorias 
independientes, Fn (2) em P (En < 2). Designemos con mp la mediana de 
la magnitud aleatoria En, es decir, cualquiera de los números que 


El 


1 


satisfacen las desienaldados P (n > mn} б. y Wn) >. 
Para que ezita la sucesión de constantes (an, m> 1} fal que para 
зр Diano 


es necesario y suficiente el cumplimiento de la condición 


3 А Tue ө-о. (5) 


БЕ 
SI esta condición se cumple, entonces 


wes J (m+ OS 
IAS axem 
dende x en una constante positiva arbitraria. 

El огно quo sigue nos da las com 
Jp od ls grandes mimers on ee torme 
de magnitudes aleatoria 


iones de aplicabilidad de 
Clasica a la sucesión dada 


"Teorema 2. Set (bs. eus pa шгп de magnitudes aleatorias 
риме, Ty f Ж (e <a: Supongamos que M Via | m 


ьо 
apr 


en probabilidad, es necesario y suficiente que se cumplan los siguientes 
pr а инә 


» ағу) 0: 


IX (2 Mb) dP, (e) 0; 
[T Кз 


$ fah ¿ana 
C "m Imm eye. 


El siguiente teorema contiene una condición simplo de la apli- 
sabilidad de la ley de los grandes múmoros. 


» 


Teorema 3. St la нени» de еглый aleatoria dependientas 
„>ш qe DE, шше y DE, rado n= э nen 


prr 

ыл. ре 
EEUU асы Га Qe aiii de өрдө Кайы: 

O К A н арени итти 

КОТИК 

Tàu 


E gend; 
do distribución Pl =P (b, E 


H 


n probabilidad. 


23. Desigualdad de 
oy reforzada de los umeros 
151. Desigualdados de tipo de la desigualdad de Kolmogóroy. 
Teorema 1 (do Kolmogéroy), St las magnitudes aleatorias Eis 
En og у. En son Independientes y Diy < co, entonces рата cualquier 
aS Tenemos 
5 


{им | амо) 6: 
1 “ 


DRE 
Sl, además, | a |€ C < eo para todo km d 2, ess n, entonces 
{з У-и RR, وی‎ 
esl Ўы 
А 
La distribución de la magnitud E se denomina simétrlen, si lg 
magnitudes § y —E euin. Igualmente distribuidas. La тарыбай E 


de distribución simétrica se flama simétrica. Si Р (z) es una unción 
P e pi una magnitud aleatoria simétrica, so tiene que 
corea 2. Si is magnitudes E En < x, En юн Independientes 

y атн, enionces 
P| máx ajaa || 3 l>) 63) 
2р j« PU ) 63 


5 


Teorema 3. St las magnitudes aleatorias Ey, ba. <... En Son inde- 
pendientes y para ciertos a » 0 y a< 1 


rl E uoa Kei, does 


entonces para todo C > 0 tenemos 


» ns |3slreede 2 sp 9 64 


p 


2,52, Convergencia es por cierto (оре), Una sucesión de Jas 
magnitudes aleatorias (Bs 0 RE чө 
ЕЧЕИ baria дыша t, s 


төгүшө El. 
La suceslón E, ~> E e.p.. cuando, y sólo cuando, para todo ¢ > 0 


PD (ise t) odo 


«шм nor oo 
ө la convergenci 
dad, Lo recíproco, en gene 
En. que converge bae 


рр re deduce a convergencia en probabili 
по es cierto. No obstante, toda sucesi 
robabilidad. cutie tna ае 
We converge casi ро is rg омым entr 
Т So омет nido oda самые да dela Bue b con 
ула gubeucesión que converge hacía $ cai por cierto, Del forma 
Dorel Cantll че dvaprondo que lo condición necesaria, para que 
Convers hacia E con lo probabilidad 1 es la convergencia, para to 
> 0, de In sorie 


È Pitti >a. 

25.3. Ley reforzada de os grandes níuneros, Asi se denominan 
Jos teoreman. análogos а las leyes de los grandes números, en los cua- 
A “Sa enbargo, Sa fuga de le convergencia em пана e 
alma la comicios, sierto, (con e prob 
кылу Pie s D 
jadas uma sucesión de magnitudes aleatorias fenus (is n 
a 7] Y una succión numérica D, tal quo fp — os Nando 

on qué condiciones existe tal aicsin numérica 

aues para acr 


E Ju-on 


con la probabilidad 42 

¡soga t es dada la всея de magnitude aleatorias indepen- 
dientes (ы, n = 1, 2, 7. .). Supongamos que фа => co cuando n = ө, 
Vr abc a bein быр ү йн mater бү ү Ug que para odi 


з 


— 
<< coca 
Pongamos 
Se Su [rr 
kat ud 


Para que, con n= оо, 
n 
m$ 
тг“ 2-0 


qui por clero, e necesario y suficiente que e cumpla una de las sgulentes 
condictones: 
4) Ty — mTy > D cost por cierto para k> ooi 


» 2 РЦ Та mI. | Se) < оо para todo e>0. Aqui, тб 
y ы designan los medianas de las magnitudes aleatorlas S, y Т, 


üvamento, 
Unn, gordo eficiente ¿cómoda para, la comprobación) de Ja 
aplicabilidad do la ley reforzada de los grandes números a la 
dada de magnitudes aleatorias independientes ostá conteni 
siguiente teorema. 
Teorema 2. Si (En, n> 1) er una sucesión de magnitudes aleatorias 


X 


para la cual la sente У) В. converge, entonces, con 


Independte 


la probabilidad 1, para neo, 


+ 3 iy Xo 
A 
к! == que sigue se refiere a los sumandos distribuidos igual- 
теше. 
Teorema. Si n, 7 1) ge una писна de magnitudes aleatorias 
independiente igualmente duiributdas, para las cuales Min es finila, 
entonces, con la probabilidad 1 ү К 


4 SD 
En el caso de que las magnitudes En no tengan esperanza matemática 


ES A 
E 


5 


Corolario. Si v, e el número de apa 
serio de n pruebas independientes, entonces, cuando n — oo, 122 -> p 


con la probabilidad 1. Aquí, p es la probabilidad de aparición del 
Suceso А en una prueba. 


26. Sedes de magnitudes aleatorias independientes. 
Sen (ы. n>1) una sucesión de magnitudes aleatorios 
sorio Î ta ne denomina convergente con la probabilidad 1, sí con- 


La 


теңеп con la probabilidad 1 las sumas parciales Ў ta. cuando 
^ 


Teorema 4. Sea (Es. һ 251} una sucesión de magnitudes aleatorias 


independientes. Si convergen las ries F Mia у Ў) Du, la serte 
ACA 


Dio emer con ымы 1. Y телега: lt maps 
d 

Ehson acototas con la probabilidad 1 ¡paro сина C=>0 se tiono 
quo P(lËn | >C)=0 para toda n) y sl la serte Ў Ba comence 


2 
la probabilidad 1, comsercerán también Lu sertes Ў) мы у Ў Dye 
e 


"Teorema 2 (acerca de las tes series). Para yue una veri de m. 
tudes aleatorias Independientes (E, n > 1) eomerpa con la probabili- 
dad A, er necesario que para loda C > 0, у ficient que pora cierta 
C> Ò, tomverjan las ries 


ў вп. Ў мы. Svo. 


© КЕ в 


host RISC, 
5 os I6. 
) es una sucesión de magnitudes aletiortas 


ъ= 
Teorema 3, St (ts, n 


o муаш, entonces para qur concerja la serie Și ta б энеме 


j 
y necesario que para todos C >0, comvrian 


para бита С> 
mes 


ruso y ўзо 


as 


donde 


ben het 
o-de aC 
Una serio compacta ror las magnitudes Ea = denomina conver 
ye еп probabilidad. si convergen en probabilidad sus sumas poro 
ше. bara Tos serice do magnitude но moneri y 


Convergencia on probabilidad Provoca la оштун Don Me eb 
Mir m? T 


U ión de magnitudes aleatorias (n, n > 1] so Il - 
aas Unt sucesión de magnitudes э (Mas п > 4) so Iama aco: 
Alm, sup P( m > 4=. 

Si (n п> I) es una sucesión de maguitudes aleatorias indepen- 


diontos simétricas у Ў) E son acotadas on probabilida 
“ 


la serie $) Ea converge con la probabilidad 1. 
à 
Los Fesultados análogos son también válidos on ol caso en q 


consideran las sumas de vectores aleatorios independientes. 
siguiente teorema өз análogo o! teorema acerca de las tres 


entonces 


Teorema 4. Sea Ў usa ите compuesta por scores aleatorios 
independientes. Para que esta serie conversa casi por cierto, et necesario 
que para todas ( >> 0 concern ls sería 

PLC 

Li 


Junior Seunt>o 
2 


es suficiente que dichas series aran contergentn para cierta C > 0. 
i yr un SR n 


Е 
ман 2 bise 


Capitulo 3 
APARATO AMALITICO 


4, Funciones generadoras 


31.1. Deliición, propiedades. Sea v una magnitud aleatoria 
mo шайда de valo? фито com la distribución de probabilidades 


РР km ius. ау 


$e Iama función generadora de la distribución (1.1) de la 
ni d'a torio v a Ja sene ш r 


оом PS їзє. aa 


Paca va arapo de » magnitudes меои o negativas do valo- 


pene cs mhm Mita 


w 43) 
donde 


La función generadora es analítica dentes del circulo, unitario 
үз 1 Va disribución de las probabilidades (1.5) se determina 
ml E anis pet 


© pem бро]. 029 de 


Con frecuencia resulta útil (en particular, en el análisis 
reet ect A tie 
aed, ida Wesce 8 
ii 
айкайы la cola dela аа 


np 


Руа Ўн F> “в 
а 


я 


Una función generadora Q()= Ñ Xy, de la sucesión (аъ, ¥ 0} 


Está ligada con la función generadora p (2) de la distribución (py, k za 
30) mediante la correlación э seguir ы 


an 


aa 


Los momentos factoriales, de una magnitud aleatoria МА = 
maie D... (m Ol se calculan según 1а fórmula 


Mme T „т>! a» 


En particular, la esperanza matemática My y la varianza Dv 
э determinan mediante las аааз а МУ У 
ак } wig 


Mv 
Des pf (D- p^ (0)—Ip' (b 


Para el cálculo de los momentos factoriales puedo omplearso 
también el siguiente desarrollo do la función generadora 


peto a 
= 


mip Mv, am 


aag 


ЕСЭ 

а 

Una función genradera en el intervalo (0, 1) tio pro- 
vag anión gener prec sentido prn 
ТОРОРА вл» 


dondo x es una magnitud aleatoria que no depende de v y que tine 
distribución guométlea de parámairo y s 


тею. ї>о [27] 
con la función generadora 
de) Metus (45) 


E] 


La igualdad (1-43) puede interprotarse del modo siguiente: p (5) = 
MP? os la probabilidad do que el número de éxitos v en cierta pruo- 
Ба no os superior al número de éxitos en las pruebes de Bernoulli, 


y во designa por 
fai KO) = Ini ESO) * {ш 020). «л» 


La distribución de una suma y = n + v de dos magnitudes alealo- 
rias independientes сов las distribuciones de Jas probabilidades do los 
Шира ES y (a? SOY те define тег la composición 


Petri Y pnus #20. 1 

Una función generadora py (i) de In soma y v + ado 

a: F ун de magnitudes aleatorias independiontes os i| al pro- 
tiad dt e foit gerere de lO ramener А, 

атл, «Pus 0 uo 


Soa y uva magnitud aleatoria no negativa de valores enteros cuya 
función generadora es ¢ (e) = Mz". La función generadora p, (a) 


de la summa ү = Š) py de los magnitudes aleatorias igunlmento distri- 


EN 
buidas iy, independientes entre sí y de v. y cuya fonción generadora 
à p (= Meda, c арш а la cuperpación de las funciones generas 
TN 

TOS (20m 


342, Ejemplos. 1. Una distribución binomial D, (n, M) = 
CAMP (fw Fp Mene la fonción generadora 

(e. m e+ м”. (an 
Una magnitud aleatoria y con distribución binomial puede repro- 


sentar en forma de la suma v = Û yy de magnitudes aleatorias 


ЕУ CIT QE pi y que tonan dor om 0 on e 
probabilidad v. Y 1, con la probabilidad p. 

2. Una distribución de Palson puis) Sh e, рб (00) 
tione la función generadora : 


pte d 


aa 
ю 


Una suma y +. v de mogaitudes aleatorias independientes que tienen 
uma distribución de Poison de parámetros a y b, tiene le distribución 
de Tolon de parámetro a-t 8 

Та distribución de Polon compleja se da por la función gene- 


Dime HP HS „шш, аз 
Una magnitud aleatoria y con distribución de Poisson compleja 
(1.23) es representable en forma de la suma y = Y) py, en la cual los 


sumandos ку son unas magnitudes independicnkos igualmente distri 
buidas con la función generadora р (si Msi, mientras que el 
número de sumandos v, Independiente de уу (k > 1). tene la distri 
bución do Poisson con la función generadora, М. = «cet. 

3:13. Teorema de contipuidad y teorema de Tauber, 

Teorema de continuidad, Sea pp una sucenión de distribuciones 
dt probabilidades, de las magnitudes айнеги, volores enteros у, con 
junelones generadoras Pa (9). Para que lar distribuciones corperjah con 
[^p ye m x 

“з 


es necesario y suficiente que para cualquier + del Intervalo O < ¢ < 4 
se verifique. 


«зу 


De la función £ (0, definida en el semieje (0, -- е), suolo decirse 
que es de varinción lenia. para (- os, sl con cualquier z > 0 


Jos L озу 


La función de variación lenta L (£) puode ser representada en la 
forma: 


A as, amw 


donde e (O + y a (a < o, cuando t-> oo, a 0. 
Teorema de Tauber. Supongamos que la se Ee 


converge para Oa <I y аһ 20. En este caro son equivalentes lar 
dos иет correlaciones (Uc e < э): 


tora i( i) pario aa 


Y ace рүү L0) pera n (1.28) 
TeFT 


Si la sucesión an er monótona y Û < e < co, entonces la correlación 
40.21) es equivelente а la correlación 


Eee quie) ме я». «з» 
Aquí, т(д= $ жесш 


En particular, cuando 1. (0) ex A, las correlaciones (1.27) —(1.29). 
tienen, respectivamente. las siguientes formas: 


(o 
13 4 
A (an 
ا‎ as F 
шн E из» 


3. Transtormación de Laplaco 


3. Definicion, Fórmulas de Паула, Sos $ yun magnitud 
iva on función де distribución de las probabili- 


de Laplace p (9) do la distribución 
Т a e 


Ra f ea (el, [x 
з 
definida para Re 22 0, y analítica para Ro A > O. 
“л ЗМ en «f dominio de integra» 
EN 
"Teorema de inversión, Га distribución P (z) se determina untvoca- 
menie por t дзота de Laplace p (4) en lodo punto de continui- 
Tad de lo питна бя 


Ра im X Pi. en 
Me. 


гд) Me 


Aquí, / (A) es una derive 


a de ordon k: RA 
x È ear aP n. 


La transformación do Laplace p (4) puede ser representada en 
forma de la serio 


ram У Em, таомро кэ, 09 
ho $ 


1 


on todo intervalo 0 <A < 


РОР) 170 es 


dondo x es una mogmtnd aleatoria que no depende de E y que tiene 
distribución exponencial de parámotro 


Pipe es 


siguiente: £^ para A > 0 ca Ja probabilidad de que el 
momento есй) uada, denegación slo) 
Sion luar hasta que 


que tionc distribución ex, 3 
Sila distribución P (2) Lleno la densidad u (7) = 2" (2), la trans- 
formación de Laplace tendrá por expres: 


дуе Mee | шшш, e 


La fórmula de inversión on este caso adquiere la forma: 


Ie‏ ویس 
о bien, paru casi cualesquiera = 2 0‏ 
һе= re, as‏ 


La distribución Р (z) de uaa soma = È + n de dos magnitudes 
torias independientes no negativas £ y y con lar funciones de 


distribución P (e) y 0 (z) se determinará mediante la convolución 
ré | ener] ren e» 


ую designará con el simbolo а: Р = Pe. 
ides a еее tq gal al produc de ls 

кый Менла: depende Кг 
Arce de los дааа - 


transformaciones de Laplace de 
пе) 00 4 00: ew 
La igualdad (2.10) es oquivalento a la que sigue: 
ме EM Ae 


Sea v una magnitud aleatoria no negativa do 
ln función generadora q (z) = Ms”, La trmesjormación de Laplace 


pri 1 de la suma n= Y) Ea de las magnitudes aleatorias igualmente 
distribuidas E (que son independientes entro si y no dependen de v) 


con la transformación de Loplace р Û) = Me" se determinará 
pot la soperposición de las funciones q (2) y P 
м 
Ри 0) Ме S agi O олу 


33.2. Teorema del límite. Funciones totalmente, monótonas. 

"Teorema de continuidad. St una sucesión Py (2) de funciones de 
distribución converge hacia la distribución P (z), Entonces sus tranafor- 
табора de Laplace y) convergen hacia p Do, que elo transforme- 
tm de Laplace de la distribución lie P 2) en tdo punto + > O, 
Y viceversa, n la sucesión de laz Iransjormaciones de Laplace pa 0) 
converge, para todo A >> O, hacia el límite р Q), entonces dicho Ите 
es una transformación de Laplace de la distribución de probabilidades 
P ahe y, a си hc Fo, La, dicción Пеце Pde) т 


la (o Co) e 1) cuando y elo cuando. PD =e 1 pare. 
rn fiin p Q dadan et шег) s denomina istal- 
qiie ronilons, si tiene la derivadas р" 0) para todo n > 0, 


tommo, A>. [1] 


Teorema de presentación. Una función p 0) en (0, co) es una 
transformación de Lapiace de la distribución P (2) cuando, y slo cuando, 
er totalmente mondiera y p (0) = 1. 

Del teorema so deduce un criteria útil de la representabilidad do 
una Función ep forma do la transformación de Laplace de una distri- 
bución de probabilidades. 

‘Criterio del carácter totalmente monótono. 1. Un producto de las 
funciones totalmente mondtonas es una función totalmente monótona 

2. La superposición q (p 00), de una función totalmente monótona 
1® on uña función porta p 0). cupa derivada e totalmente maná. 

ma, ex también totalmente monótona. 


3. El mile de una sucesión de funciones totalmente mondionas es 
una función totalmente monótona. 3 
Principio de desplazamiento. Sea U (z) una medioa en el semieje 


(0, co) con la transformación de Laplace u (4) = у^ U (ds) que 


converge con A 22 0. En este caso, la función 


a omn m 


os una transformación de la distribución de probabilidades 


пат jemun as 


¿de desplazamiento permito que todas las afirmaciones 
{з translormaciones de Laplace de las distribuciones do 
los scan aplicadas a las transformaciones de Laplace do 


Teorema de Tauber, 


una transformación de Laplace u бу 


-j 479 AU (2) de la medida U (e) las correlaciones (0 e< oo) 


v Opi (d) poe ао am 
y 
VOS FT LN те «з» am 


риает. St екше la densidad monótona U” (z), de la correlación 
para 0 < e < оо. se deduce: 


e тын ме зы qa 


Аш, L (e) ө una función de variación lenta: Jim Бу (e) m L 
ШЙ" Da distribución "Ре! [ 
E "E 
> 0) tiene la distribución de Laplace то 
а-у. 0.19 
JSEMPLO 2. La distribución P densidad de proba- 
bilidades КЕ ы саза адын 
ч Pm pipere «>0, 0>0,p>0 (220) 


tiene la translonnación de Laplace 


эф: = (= em 


FE 


тымо + a distribución de Poison compleja se da por la 
transformación de Laplace ed yes 


(ex اا‎ 9. e 


¡an función correspondiente de distribución pueda represantarie 


P mee Y pP e 
3 


donde Ро» (2) es una convolución n-mültiple de la función de distri- 
bución Р (2) con si misma. 
Une magnitud aleatoria С oon ls distribución (2.23) puedo sar 


representada en Ja forma E == Ñ) à, donde E, son magnitudes alrto- 


vin independiente Sgualmani, distribuidas con In función P (o). 
V е una magnitud aleatoria independiente de E, соп la distribución 
de pojnon de parámetro a. 

"i concept de tamformeeión de Laplace se extiendo do modo 
кый ^t ap distribuciones maitdimemopeles La definición (2) 
pO C кка 

к-К ЕНЕ: 
Ah a predueta kr, como c producto escalar 


эз, Funciones caracteristicas 


3.34. Definición, Propiedades fundamentales. Llamamos fanción 
резеда (3) dela magnitu, aleatoria cn 1a función de distri 
bución Р (z) =P (E < з) una función de valor complejo 


ticular, si existe la densidad de distribución de 
р (а) = Р" (e), la función característica será la 
Vourier de la densidad de distribución: 


пае | tz pres. en 


sora » 


Para una magnitud aleatoria discrota, que toma los valores zy 
con la probabilidad py, la Le se representa mediante la serie 


10=Y ¿Pro азу 


La función característica está definida para cualquior magnitud 
aleatoria, siempre que t soa real. 

Pro] fundamentales de la funcion característica. 

LI а, e EE 
2: 70 es uniformemente continua en el eje numérico. 
З. Cuando todo я > 0 es entero, para cualesquiera números сот 
plojos з, за, >=. an Y cualesquiera numeros reales iy, d. 


X tm 


>. вл) 


Ем» propiedad implica la delimieión positiva de la 1.0. 
4. 1 (0 = f (0. es decir, lorma hermitiana. 
5: La función característica de una suma de magnitudes aleato- 


rias independientes es igual al producto do Lc. de los sumandos: 


ЖҮРҮТҮҮ Gan 
6 Si q = ab + 0, donde a y b son constantes, 
Je) (a) e 64) 


Las propiedades fundamentales 1—3 de la f.c. son características. 
Teorema de Vohner—Jinchin. Para que una función continua / (0. 
definida en un eje real y que satisface la condición f (0) = 1, sea caracte: 
тапад, ey necesario y suficiente que esté positivamente definida. 
ЖАЗ Ejemplos. 1. Una distribución normal con la densidad 


cen 


Mg TF dene función caracteristica / (se 


"ym 
2. Una distribución uniforme en ol intervalo |x| <a tiono 
función característica / ш)= 20841. 


Le. 


4. La 


distribución de Bernoulli J, (s, p) == Ch 
Gg E tone la función айин JO (6 pat (o 
AU 
1 -4, 
5. La distribución gamma de densidad. Ter |) 0:9 
02-0, tiene la función caracteristica Ani rig Re 
3-3.3: Unilormidad recíproca y continuidad de A 
y 


^ (4 — pJ, 


cntre la. función carat las distribuciones de probabilidade 
Teorema de inversión. Una función de distribución se determina 
untwocamente mediante su f.e. f (€). Tiene lugar la siguiente fórmula de 


в 


inversión 


enseris 


Foray ln | poa. 69) 
pia para cualesquiera puntos z y de continuada dela патоне 
Chin particular. si 1100/21 et integrable en el infinito, entonces 


посны | °С" ан. ew 


St, en cambio, la función característica f (0) es sumable en el eje real, 
айелге la función de distribución F (2) Hene la densidad continua 
olada p (s) = F (r). la cual эе determina por la fórmula 


romt Û "че. m 


nortear | etm hue. am 


de la igualdad de Parscval. Sean f ( 
mes caracteristicas de las magni 


EI vo. 
СА ie enu de dte rd 
vaarua | rowa. өз 


El primero y ol sogundo miembros de la fórmula (3.9) son distintas 
formas para anotar las expresionos de, Me. 

Una de las variantos de anotación de la igualdad de Parseval ostá 
representado por la fórmula de inversión (eon suavirasión) 


(040 


La, magnitud de los saltos de una función de distribución se deter 
mina por Їз correlación 


А 
ТЕТЕ c reas oun 


De suerte que en los puntos de continuidad z do la distribución Р (2) 


3 È emina, r 
MS сөгө. з 


Teorema de continuidad. Una sucesión de las funciones de diri 
эди Pa (8) converge siente hacia la датира йя de probolilideder 
F (o), cuando, y is cuando, la sacenóe de sa Junciones earactríticos 
ly CI comeré hacia ia unción fi cnt, ЦО En so com 0 
dz ina punción сагала de la dinribución li Ty ta coner 
enia do Ja (D Roca Г) а nieto an ied ino Jii 

Si шаў шет de Junciones caracteristicas integrable: In Ш) 


converge en media hacia pue, limite | (0. es decir, | Mn (0—4 (|X 


Xel) pare n—> з, entonces la sucesion de lar correspondientes 
dotate, de darts pa) cometo. uniformement Mco in 
densidad ii d dtr 
dela de агі 
ción а GT 
2. Si la función de distribución Р (4) tiene une Somponente abso- 
аа АБИ 
Para la distribución en Rule pa — it c a +9) la fun 
шш мийи proe os memes e lh oras, А 


gularidad. 1. Ss la funci 


Ime S ем, 45) 
— p 


(j|- ie ditt compone «rcu rell. 
т ximo феада ое on igual a А, ando, y айо 
condo, nad те. menor que la unidad para û < || < 
CIE, y solu a vdd pam eb - 

ч. Para aan función A 


dm i [IT z д. [7] 


pu YET 
ve P nición at reza segun todos los saltos. 
Ef funds de ашин P (2 satisfaco a condición de 
apachita con el erponente y < 1. entonces, para 7 => = 

NS (045 


Low 


De 18 condición 


| БЕСЫ өлө) 


proylane que la tuacion de distribución Fe) atico la condicion 
achite con el exponent 

"1" Soa / (0 una fonción condimus par во pegativà y convexa en el 
dominio 2. Supongamos que satisface las condiciones 1] ds 
йш o O. En өңе com) (0 es una función carta 


qui se deduce que existen funciones características que pea 
en los intervalos [inito o infinito, pero no son idénticamente i 

A agit 
— ч P, ш donde Pa () es un polinomio de e grado T. entonces 


TEE ө deir, m өнө cim [Û = erp [ut — SE), dendo go 
o quán ole 
КЫ ——— 
ira i de ыта a си та ш RNC and 
3 Ve дор сенга 70 e ea TOD = f O), cutn 
y sólo cuamdo, la ión correspondiente os simbtrica: 1 — 
гт e 
Pt 
Viet re memes Mi der dada t 
Medie Л, fac ta 


ma Mi Amo, bonds an 


SI existe ol momento absoluto ay = M | | so. tione Ingar 
ol desarrollo 


» 
TENE E орт. ө 


Para valores de ¢ suficientemente pequeños la runa principal de 
log / (0. que tende a 0 pato con f, puede ser representada en la faru 


^ 
кана X Sae. am 
a 
desde. dos semiinvariantes y, se determinan mediante la fórmula 


n= Гао). [77 


La relación entre los poer 
= MEN e expresará mediante la formule 


"+ 


0 Map 


sm TI r (2). 
Е 921) 
© 


realiza según todas las soluciones no negativas y entoras 
ба m+ 2na +- + hey = E 
“que oxista el momento abe 
necesario y suficiente quo / (i) — P», 
Pan (9, ee un polinomio de grado 25. 
Para que exista la derivada f% (0). cs necesari 
que so cumplan las condiciones 
lim 2 РР 2-0 


^ Orden par ag, < ov, cs 
T (Em) para 152 0. donde. 


y suficiente 


o2 


неа 


En este caso [4 (0) my 
5.5.9. ыды. Con objeto de estimar las lunrioues carac 
ticas зб utiliza la siguiente desigualdad: 


e М чт <. ы (3.23) 
| |у 


para cuslesqulera n 22 d y ¢> 0. 
Son t» V y z > 0 tales que tz > 1 En cele coso. 


( 


Poet unidad e deduce. en particular, que la quic 

la familia de funciones caracteristicas en vl cero ei equivalente à la 

compacidad "débil de la familia correspondiente do distribuciones 
Para todos los ¢ reales se veriica la desigualdad 


Чунии на. سه‎ 


0 <1 — Re 40 — Вело) pas 
3.8 0E е 1 para 141 > ¢ > O, entonces pura | Û < ¢ 
ORE 020) 


$ Para una magnitud aleatoria acotada $ con | | < e y Ja varian- 
sa oF la función caracteristica atico Ias denials 


dee 


emain nm. am 


дш aleatoria, con 


5. La función coractorística / (0) de una m 
ita, satisface las dos) 


densidad acotada p (z) << y con varianza i 
gualdades á 


TO (Le) rm ini 628 


1101 5p a) тез cualquier e 220) 
n 


337 Funciones coretríscas de, las distribuciones, meli 
Жш» dofinidor e d «spacio «Баа Ap con la e. Р (y= 
NM 


EM ie кс. 
аа анаа del vett на Во E ж дота 


mediante la igualdac 


A | инкар Ba 


donde = из. ta ceo fnd, 085 


tasa өз el producto escalar de 
A 
los vectores £ y z. 
Eas propiedades de las funciones coractorísticas do las distribu- 
ciones multidimensionales son análogas a iae de las funciones carac- 
aleatorias. 


vincis de las magnitudes Indiquenos algunas dore: 
Do E A aar] 
ls als 

mus a ВОНА аз 


EL número k — i + ka +... +, recibo el nombre de orden del 
momento. Los moments de indices enteros los podomos determinar 
por derivación do la función característica 


эз‏ رد 


эй 


EXEMPLO | La distribución normal bidimensional se da por la 
densidad. do las probabilidades 


ДЗ] 


[у‏ ا ر اعا رو 


"— казыну o). 


con la función caracteristica 
И 


Los parámetros de distribución tienen el siguicuto 
а=мы bong орем ojo Mi = 


кәрмрго 2 La distribución normal multidimensional se da por 
a densidad 


seen can M: 


donde QU te seram Ў his Ga а}, —ar) es ona forma 


u 


dotivida positivamente, D = det B. La matriz B = ы, Lac 
La función característica correspondiente tendrá 18 expres 


ГОНИ 


donde la matriz de los segundos momentos a = (ey, 1 < 1 < | < n) 
so determina por las correlaciones a = Bas oy ei. 76) 


Capitulo 4 
TEOREMA DEL LÍMITE CENTRAL 


El término teorema del límite centra) significa on la teoria de 
gros lr afirmación esca de qu al cumplirse cunas 
dirimens de distribucia de vs suma d magie 
aleatorias Individualmento pequeñas converge con el crecimiento del 
тисе de mandos Vari una función de strom отш. La 
importan 
de que expli чаті 
ioltoradamento en la práctica si el resultado de un experimento a 
se determina con un gram mero de factores aletotis y la influen 
e cada uno de els en tam pequeña que puedo de 
Entonces tal experimento se aproxima cor éxito mod 
Belên vormals mendo esengldas de manera adecuada. lo reperanza 
matemática y а variana 


4. Teorema del mito central pare las sucesiones 
de magnitudes aleatorias independientes 

AL, Teorema del limite central al baher varianzas finitas. 
Son lk ruo sucesión de magnitudes eio пе танае 
indepeldiente cos. funciones de distribución бу (e) = P {ы © 2). 
ue tenen esperanzas matemáticas nilas ME, ay y чам 
Diy = ой, con la paratiolaridad de que Bom Уор б para 

E 


^" 
ҮТ. 
бик: 


suma normada de los таз, 
tud “aleatoria 


tudes aleatorios Ey. Es. s. 


Ma = PLUS, Caan), 
2 
lo cual se caracteriza po 1 para todo яо. 


joe Mn, = 0, Di, 
e DA td 


ا 


melón normal (0, 1) Sı hay varianzas finitas, «| teorema dol 


€ F а ез la función de distri- 


suma normada ny y (e) = 


ite 
т 


central establece Las condiciones bajo las cuales e verifica la correlación 


lim Р n 


wj. 


uniformemente respecto Че z € (ee, 20) 
Una de las formes del еюге del limite central 
recur 


y que, al mismo tiempo, se tilia con especial 
ente aplicas сак) está relacionada con la sucesión 
de magnitudes alea теме distribuidas 


vorema de Levi e St (iy. boe M] es una sucesión de 
magnitudes alestorias reeprocamente independientes € igualmente disiri- 


A EY 
Es 
E ok laid 
иет 


judes aleatorias E, que 1 
i representa ei 

Teorema del límite central de Moivre — Laplace (teorema inte- 
gral de Molvre— Laplace). St vg son los mimerus de apariciones de cierto 
suceso en una serie de n pruebas independiente, en cada una de las cuales 
la probabilidad de aparición de dicho suceso es igual a р, siendo 0 < p < 
< 1, entonces para la función de distribución 1s (z) de la desviación 

DEI) 


Dermee det nero medio de aparición dl varo, < TRT " 
V уы 


вена la correlación (4.1). 
EJEMULO T Se requiere estimar la probabilidad con que la fro 
n dol suceso Ê en el esquema de las prucbas de 


cuencia de aparici 
de la probabilidad p, 0 << p< $, a una magnitud 
jade « es un número positivo arbitrario. 


Alle) rale En) > 


msj (V E) 


AV (VE): 


Si v y nson de tal género qu Va 5 
número finito (lijado), entonces, on virtud del toorema integral de 
ч 


<=. dondo z es та 


lo miembro de esta igualdad 
¡ón de distribución normal. 
alentar, do distribución desigual una 
cual la función do distri 

converger hacia una fun- 
iribucron de los 

la suma p como también a la desigual valía de dichos 
ados en la suma q. Una de las condieinnes que aseguran «la 


pequeñez uniforme» йо los somandos Az en i, consiste on la de 
pequeñez uniforme 


ES 

"wr m 
Ead Ya 
No obstante, ома cordes no es sañicrente para 
Foma del lite central. Esto lo demuestra «satt 


жө P Raate im, Pili В) EDU 


Дз. vara da mat 


i 
ا‎ 
=! a 


ss la correlación 


(4-0) no se verifica, dado que na —0 con la probabilidad 1, como 


consecuencia de que la sorie Ў) Za converge con la probabilidad 1 


Lo й 


se deduce de que 


Xrece-Xdec. 


p = 


се кнаеми, c seed dl torem de Bogel Conil nt 
las magnitndee $a тө finito de clas son distintas 
de cer cou la probabil 
Las condiciones de 
comoda 


Teorema de Liapunov. St para tne sucesión de magnitudes atentorlas 
reciprocamente independientes (Es, k> 1} cruste & > W lat que 


la р Y М.о, аз 


entonces para la tuncin de distribución Fx (2) de la suma normas 


X tw 
mE „иңде correlación (1.4) 
La expresión (4.3) eva el nombre de condición de Liupunos. 
А la par cou Патона de зушы ар 
so cumpla la corclaci 


a (aram 
he fae о-у 


arn п 


loue lugar la convergencia hacia la distribución normal (1.4) y se. 

mplide la correlación (1.6, овес la cordicion de Liaqunov es 
e ten lugar le pequeñez wore v amita 12 

7" "Supongamos que las maw lestoria E, con 
pendientes у tienen la 2 


Poil. 


recíprocamente: 


En oste caso Мы =, Dino] cit, 
noy eetet, 


maree, Y napa У, eE 
E M 


S naruto y= 


у, de este modo, resulta cumplida la condición de Liapunov, 
т 


Según el teorema de Liapunos, 


d FEE 
tn (Y nes y ERE 
=з 
$ E яс еф 
A |, ee 
Jna condición más general que asegura el cumpli 
roma. det Js Eolo Para ш осени де тайла lacras 


TE, i. 1) dotadas de varianzas finitas es la condición de Lindeberg: 
pata e> O cualquiera 


Р 
һе? o | аан дьо 
Ч 
mor 
p^ 
roma de Lindeberg Feller. Sen (h, k> 1) ana sucesión de 


magnitudes aleatorias veciprocamente (ndependienta, Con el Jin de con- 
las funciones de distribución Fx (23 de la suma погона. 


m ———Á 
дина de quete алеге (1.2), e свили grain que м amo 
Me a edi de indir н 

ЧАН, remita slice para el compliminto 
ae ae indoor es tod û la BES 


FA f (ees)? a6, (2) < 
КОО 


edes насан 


A4, Condicions расай de converger hacia. lo быа 
Ld endo dies ji 
[Xi cams de арлы Acs кара а, 
шен con as аата, de distribución бта = РЫ с} 


y m=i Y) biens donde faa) y (Pa >0) son ciertas suosio- 


кеа, 
nes do constantes 

En ausencia de la suposición acerca del carácter Imito de los 
momentos puede resultar que existen unas sucesiones de las constantes 


ivolente a lo siguiente: In función (r) = 
= È 1840 (s) es de variación lenta, es decir, para todo е>0 


am d) 


—— 
de qu) br es deci Es y 


IS 
mel сы MS. 
dile (gud es una sucesión de ls constantes positivas, qu > o 
mpe | засох 
mio, 
өл 
2 
meu f aaeh f sm). 
to, ыг, 
tas парни Er y, DE quo ritos para coloque ma- 
КОЕ spas lamento! октар ийтти 
Y varias! marginadas (orcos el iva de q). Газ шнде 


len al sinilona de Ts cotas de Roten y Sot 
Куз, 


ad п»; an Y p. 
a 
Sola decise ques titm Ias sucesiones de ls constantas fo] 
y (Bn > 0) tales ce función de distribución F, (т) de una magni 
aleatoria n, = 3.24 — яа (donde Es tionon la distribución común 


GG) sm hacia la función de distribución Р (2), entonces. сов 
atraida a P (a), ө Dion G 6) pertenece al dominio de atracción do la 


distribución 248. 
La condición (1.5) es necesaria y suficiente para que la distribu- 
ción G (2) se atralza a la distribución normal. Las cuestiones generales 


тв 


relacionadas соп la descripción de todas las distribuciones limites 
йе para s ii салыыр on o CPO a 

СЫРЫ) T" pongamos que des alceorios Ey tienen 
densidad de dificil comm е 8А 


B 
gini, int, 
"e 
% ГЕТ 
La varianza delas magnitudes lentorias de tal densidad cs infinitas 
Mone, ec manco margiendo Gagin el mval de г> 
аә f ната dem2n 
Wis 


us una función de variación lenta, Por consiguiente, 


à : | 
У al — vi). 
Уа <] Бш 
Teorema. Supongamos que lar magnitudar aleserios a, k> Û, son 
аро, wdopehdient y Gy (2 ts ma fnciopes шат 
Vas que existan las vacrnionet de las constantes (a5) у (Bn > 0) tales 
reet cemplida le condición de рон” un er li más 
{к | > êj) = Û para todo е > 0, y para la Junción de distribu- 


"I" 


correlación (A.A), es necesarto y vulielente que exista una sucesión de las 
айаш Yn. Ya Sos para ne co, таба que 


AS rm 


sucesión y, existe, a titulo de aå у f pueden tomarse lax 
e hts ematea y M vainas manadas, 


aS me 


[M 


4.13, Teorema del limite central cn el өем de series. Se llama 

«теа de series ша эни, dole. do magnitudes, aleatorias 

[LED Eg 

relie ки ler d cione 

th car porte sis do mela Asl por ejemplo en ai 

Sio do vacianzan fiis, ln arisia seri tiens la borme ion Быт 
E— MES 


d donde E .ا‎ 
y 20 
Porma gener del ştan del ile central on el cuen de кегин. 


Supongamos que (aa, СС # hn, п 1} ef un esquema de series, 
Pan (2) y Fa (z) son los funciones de distribución de las magnitudes 


alestoras êna y л = Ў Ena, respectvomente. 
Pare quel Pa бу 9 ш) маите гөрен de С e 
+) pn обима de pequeno vato. 


Jim mds, Pla temo an 


ara cualquer к > 0 jujado, es necesario y enjiciente que se cumplan lax 
pre > pen à 


lim Рам!» det 


Je Y, Û serae T 
ee 
^ 
Jim Y j ear] ramo) t 
T pice 


(2. Teorema del limito contrai 


Para los vectores aleatorios Independientes 
4 


4 Análgo multidimensional del tegema Integral de Moivre 
ге. Examinomos un esquema de pruebas independientes өп са 
na di as cuales pueden realizarse т acero А 
probabilidades Py, ру. siendo 0 > pe < ie 
Sex va (0 ir dè encon ай suceso 4, en 
vol RD ہا مه‎ jación normada nú- 
pruebas; тый = AL eda дети de del 
mero medio de apariciones del suceso Aj en la serio de n pruebas; 
Mn = (Mn (1), Mn (2)... -> Ma (m) es el vector de las desviaciones nor- 


80 


madas cuyas componentes, en el caso general, eon las magnitudes len 


torias dependientes, 
Fs) = En Gs + жы) = Р (л Û) ee e a (т) < mhe 


donde C (eij, t, } = 7ш] es la matriz de covariaeiones del vector mu; 
„ие 


mol i 5 
eer 
m——— P 


“ 
el (i, simo elemento de la matris C=, con la articula” 


ridad de que 
AA 


PS 


0 
VAT, 1#, 
т ‚иө 


4:22. Амори multidimensional de los teoremas de lexi— 
Lindeberg у de lle. Sea (a 1 (Eo E E, 
Lis MO y ped 
[E matematicas Mis 


EU 
diei gan daa ergo neu Mie = a 
түүр сүд 


Ba = 3) C, la matriz de covariación de la suma Dt 208172, su 


2 5 

тй oundrada. Si la matriz Ba está positivamente dulinia, el voc- 

ше syn B7 5) Cian) гө llamará suma normada de lor vec- 

4 

iore alesorios d... tes El vector nn se caracteriza 

Mee rector aiu) y iov qe m Mag = (oC тыш» unidad). 
Desigsemos con Р, (r) = Pa (zs a Tuoción de dis- 

AAA 


MSP SE Ê ze ак 
unde nf ela Lima componente del sector na; y ма Bu 1 (9) ша 


istribución normal k-dimensional de media mija con la'matrir de 
covariación unidad. 


Paba гъ 


sanis E] 


Teorema. Si tss m> 1) er una sucesión de vectores aleatortas reel- 
procamente independien € igualmente. атылан, Mig = 
ÉN EnC, y ia matris de coertación C ed petente бейш, anlan: 
ces para la unción de абаа Py U) = Pn re ies таа de da 
n) 
" q 
suma normada d.C У Giai) se verifica. uniformes 
ES 
теме respeto de 2€ Bh la шм correlación 
Ц Vim Р, (2) =@,, (2). (2.2) 


En cuanto а losvectoresaleatorios $a dedistribueión desigual, para. 
llos tiene lugar la afirmación а seguir, 
"Teorema. 


ima qu 
quier n. Con el Jn de Conseguir que para una función de distribución 
Fe (s) de la suma normado m, miis 


та Un de la porttivamente definida para cual 


а $ Ge) tengo lugar ta cov 


rrelactón (22у y 
lm máx РО Ы N> e Y 5070500, 
4 TE FE 


donde Sp By es una trasa de la matriz Dy, es necesario y eufieiente 
qué se cumplan las condiciones 


а hrs Y j _ hutii сз 
Lo 


Поко multidimensional de la condición de Lindeberg) y 


е 


lim іы az 2 


že м ej >e са 


4.2:3 Téorema del límite central para los vectores aleatorios en el 
esquema de series. See buy, Eno + „бн я = 1, 2, ша жеп 
do series de los vectores aleatorios independientes e igualmente distri- 
bios on cada serie con valores en el espacio euclideo k-dimensional 
Fh y эш Gn (z) ls fonciones de distribución de los vectores iy 


. Si existen un vector a ERA y una matriz simétrica B, 
definida de manera no negativa, para dicho vector y dicha matris se 


e 


ا 
"Hp‏ 
um‏ 
mol, [mea‏ 
en Dl‏ 

e» 
A emen] a 


lin ky } слад, 
alias 


cualesquiera que sean 4€ у €>, entoneet англай del vektor 
aleatorio mn == Y Eng para mm оо, converge débtimente hacia la distri- 
bución normal con la Junción caracteristica 

eim ew (це pa 9). en 


42. Teoremas del Imite locales 


1. Teoremas del mile locales pora Vas demidados. Sea 
(B, E27). ma sucesión de magnitudes, aleatorias, rociprocamonte 
dependientes (con las fanciones de distribución Ga (+) = P (& < 2) 


Күөл RN: Era 


densidad de distribución. Sin roducir la gencralidad dr los razona- 
mientos podemos considerar que n1. Los teoremas del limito locales 
гт Js densidades ponen en claro las condicione bajo as vales las 

ss distribuciones de las sumas normadas o bion, 


lim fa (= en 


uniformemente respecto de # € (— eo, е), dond oey . 
representa la densidad de distribución normal estándar. 

1: CASO DE VARI ANZAS INIT) 

суеш. Si en una тегия (б, A> 0) las magnitudes aleatoria 
están igualmente "iztributdar, tienen, la esperanza. matemético finita 
Ж, а: varias Dea = oi у, además, [n E) et la densidad de di 


e s 


Nba. 
dribución de la suma normada qy = i entonces, para que se 


"verifique la correlación (3.1), e necesario y suficiente que esista un N tal 
que 
ЕА 


Para el caso de magnitudes aleatorias E, de distribución desigual 
determinaremos was clase M, delas sucesiones de magnitudes aleatoria 
dfe Eo 1) con paras remus mas МЫ = у vaina 
oh = DE, siendo Bå = Sof > 0, n> 1, la сш! se caracterzará por 
que entro las distribuciones бу (z) de las magnitudes aleatorias E, по 
Hay más que y distintas 

Son my, К = Î, 7 un número de distribuciones de A-ásimo tipo que 

los etmeras n términos de la sucesión (és, E> 1) de My, 

ma. Si una succión de magnitudes aleatorias (фы k> 1) 
pertenece a la clase M, (B, > э part n» col, Pride und densidad 
Тш) de la suma. normada 


Y fa.) 
E y se cumple la condición 
lim im ра о, 8.2) 


DX LA 
entonces para quese veriigue la correlación (3.1), es neceario. у mafi- 
«qué шша un N tal que 
mpi co. 
sinab BE DA DISTRIBUCION KORRAL нитте пуста га ри 
donsidad de distribución do una magnitod aleatoria 


че 


1 
A 

dondo las magnitudes aleatorias Es son independientes y tionen la 
distribución normal € (>, Так} y р, > O) ter cortas cameo da 
Jas constantes, 

ss um que een ler ette de Jat cet (0) 
„> 0) talas, que para fa (у ге verifique (3.4), т acero у mo 
“еш Zi cumplimiento de lt siguientes Condicions 

1) la función de distribución G (2) princes el dominio de atracción 
de шише normal ра, 

2) exite un N tal que eup fa () < = 


в 


Supongamos que las magnitodes aleatorias E, tienen la esperanza 
Bia rop d 


Dame, y эе Poo P È mnm]. 
E 


Teorema de Gnedenko. Pars que untjormemente respecto de y (oo < 
< r m) se verifique la correlación 


ayi 


Jim | SE P. ie nn |=. өз 


es de densidad de la distribución normal 


бу „= ERE „ыш meca у иеме qe ч 


TV) de que en una sri de m pruebas independientes el тист aparecerá 
comente rece. viae la correlación (44) con 


өзү, e-7 


En ausoucia de ln supovictón del caráeter finito de los momentos tiono 
lagar ol siguiente teorema, 

"Teorema. Con el Jin de conseguir que para ciertas sucesiones de las 
quante зу pe > O) ee lago, uniformemente тере, de r 


menrs 


[2] 


, es necesario y suficiente que se cumplen las 


siguientes condierrnes. 3) la función general de la distribución G (2) de las 
magnitudes aleatorias Ex ет atraída hacia la ley normal (p. 1-2.1); 2) el 
paso h de la distribución G (a) er méximo, 


44. Precisión del teorema del бее contral 
Y lor desarolos ainióncos 

441. Desigualdades de Faseen y Derry —Esseen. Sea (En. koi 
ырын aladas Ц 
VS que tenon esperanzas matemáticas finitas М = а Y varianzas 


Вору Bio Y of >t. La suposición de que existen momen- 
= 


as 


ior a dos permite establecer ao silo el hecho 
de la convergoncia débil de la función de distribución Fa (r) de 


hacia la función normal (0, 1) 
aclarar también de qué modo esto 


la suma normada ть, = 


de distribución «0 (2), sino 
Ошто. 

Teorema. St para cierto 855 1 positiva енше M | t — ay 1298 
entonces 


S Minsa, шш) 
a 


sri Pr-O SAGE 


donde A es una constante absoluta. Cuando $ = 1. la dengunidad 
e denomina "hubitnalwonte desigualdad de Essen. Es par 

Jas magnitudes aleatorias by, <<<. Es tenen ua mi 
X mm Î, la desigualdad (I) se convierte eu una yue “ди 


sup وھا‎ | > MIR вз 


La desigunkdad (4.2) Ieva ol nombre de desi de Berry —Exscen, 
Las coustantes absolutas on (4.1) y (4.2) uo peuden ser menores 


que la mag Fl valor minimo de la constante A on la des- 
igualdad de Вету Esseen os Igual a 


Уйгун! уша, 


lodos los n y todos la 


dondo el primer sup se toma respect 


nes de distribución А, (2). que tienon el tercer momento finito y la 
media nula. El valor exacto de esta constante so desconoce. Sc subo. 
по obstante, que. 


TA supsup Y 3 үтү? ЫА: 
A e-em HE 
sa Rad con Jat gt aleme el vales de Iu constante 
эюм 4 en iy mo os apatiar a Бү 
imaldad (4.2, В La desigualdad dc Berry- Banan Pre ы 
Шошан y lue mediaciones Sigue 


«di CET 
1) ТА (2). 994 


4 rm 
listancia entre F, y Ф ene] espacio métrico 


КҮЗ 
Lo De a, 


r а 
o (Fa. {| лоса), 


entonces 
мїм 
ты GA Б 
o ya 

El orden de las estimaciones en (4.1) y 4.2) vo puede sor mejorado 
sin introducir suposiciones complementarias. 

Л Precision del teorema del limite central para el caso multi- 
dimensional. Sea (Ey, k> 1) uma sucesión de vectores aleatorios roci- 
procamente independientes ¢ ipualmeate distribaídos con sus valores 
BI AE cuyo vector de las esperanzas matemáticas es Mi, = а, Y 
Mete de covartación В == cov En está positivamente ЧЕ 


ЧА desigualdad do Berry Estoon paro el caso multidimensional 
челе ja louis: э) Gn (2) es una función de distribución del vector 
e Y) tn entonces 

ma 


РОР ЕИ 


ıa [чш normal de distribución cou el vector 
o las esperanzas matemáticas 0 y la matriz de covariación Н, A ( es 
na constante absoluta, dependiente sólo de la dimensión de k; pj = 


Es e + Vt es el ésima componente del vector $p; A 7 dut Bi 
А, Г йиш menor principal, de In maiz de eusaración 1. 
omar сше k 2 2 e denguidad (A. лөк a fora 
ااا‎ аа ер. ше 
К T 


La estimación (à 4) tione sentido söl 


«à aquellos valores de A que 
d и muy próximos ө ed v decir, ando la 


istribución del vector 


i no es muy proxima a la degenerada, 
"La extiraación de la velocidad de cunverguniia, que ee cierta pu 
emalesquiera suposiciones respecto del cardeter de la depondoncia 


Че las componentes del vector ë,, tiene la forma 


do'k, 

4.43. Desarrollos asintóticos para las sumas de 
torias, Los desarrollos asimtáticos ou el teorema del limite сені 
están basados en los desarrollos de las funciones respe t0 de dos polino- 
йоз de Chébishey —Hermite Jm (z), que se determinar yor cualquiera 


s 


de las шмше 
E: 
umm c 


UH 4 


у Ma 
пт 3 FUE TIS 


donde [5] significa la parte entera del nómoro 7. 
Algunos do los primeros polinomios de Chébishev — Hermito tionon 
forma: 


dez t "Mn emus f > т-а 
He (s) = ri Бч а Hs le) = «# — 1008 + 1555 

Deslgnemos con yy el /dsimo somiinvatiante de 1a magnitud alea- 
toria E, Y мөн 


А - 
as Ty (a) 1 (e 
ir. A [у (ара) + 
(4.0) 


=$ а WES 
ау" Ж нн П зт (аср) m 


adición se realiza según todas las soluciones no nogativas de 
oct Seit "күс. d. mim m mo mientras 
Teorema. Si las magnitudes aleatorias $n, n> 1, reefprocament 
dipendente» uer аарыда dust, v iri ana 
nilo del orden r: as DE, = ot, y 1 para ells se cumple. 
condición (C) de Cramer pe " 


LIII 49 


e) es la función característica de distribución G (2)= P (En < 
Para la función de distribución Fn(2) de la suma nor 


ice 


D tiene Lugar uniformemente respecto de = 60—90, оо) 
MORE 


En 
E 


E 
=o (+ У O8 оа 
e YT 


donde Ф (z) es una función normal (0, 1) de 
ав 


» (4.10) 


determina por la igualdad (57). En particular, si r=3, y jm 


| e= aP G (aa), entonces 


ro (54). 


EL desarrollo (4.10) tiene diferentes modificaciones у relorza- 
mientos, a saber, cn las condiciones del teorema enunciado arriba 


biene, چو‎ Jo. алу 
= 


Pa ede e> oe ine 


Генна аран 


Para todo р>! se ti 


Гавана [29 use Tm 


m 
Paro todo p 2i se tiene 


^ А 
ТАЎ vetu] Uy we 


donde Lem ( Ñ 11001942)", a unito (o) min 


M condición порае. 


Teorema. S шә magnitudes sluts Èn: n>. 1, reclproeumente 
uned c esee daanan dr di a 
Ev Pp are M DESDE ore 

"i RA rode. Mem ЛАЙК ОСЫ 
ie tlt Ju de den tcn elena pero la fancón de diri 
A LITE 


Xe 
n = Eh yg Hene ear, uniformemente espesa de ае o, els 


el desarrollo asintéties 


[T 


Martz) Lot 


(n ааа |) ьа 


donde 

S eo 

arta (a+ У, pa: 

БАШ 

As st 1 puede representarse en la Jorma I=4K 4-1, o tien 
ü pee cre 
"Iek A 1 puede representarse en la forma 1-4-3, o Men 
e 


cos mlz IPTE 
E LEE Smam Жош 


Si las magnitudes aleatorias En. 1:31, reciprocamente 


£ Iguelmente distribuidas, tienen ий, momento. absoluto 
Tinito del orden r x 3, Má, D 
de distribución de la suma normada qn = Ly eti acorada para 


У: 
cierto nm №, entonces, untlormemente ee alw, оо), tiene 


Шаг el desarrollo aniniótico 


E 
Ime D Hton dan 

der: va 
ВИСЕ ЧЫРАЙ 


se determina por la fórmula (4.5). 
Teorema, St lar magnitudes aleatorias b, n3» 1, reciprocamente 
Independientes е Igualmente distribuidos, toman solamente valores de 
Mámeros enteras, el paso máximo de la distribución equivale a | y exit 
un momento absoluto finito del orden rz 3, entonces uniformemente 

respecto de kE (=00, 00) se vertfica 
E 


OVE Pa mo (а) Уу 
^ 


T 
ча ы 


donde Pa (3 к=з} — q (2) es la densidad de 


distribución normal б, 3) y las funciones qy (2) se determinan por la 
fórmula (8). 


45. Grandes desviaciones 


A 
ЕРЕС misil 


шайл disti 
ad las magnitudes alcatorias E, satisfoccn las condiciones del too- 
"el mte contral (mtogral. Ehtonces de la Convergencia pullormo 

eR función da даша En (7) de astra normada 
T) do ditriiación ФУ ыл proviene тает етно 
Sar las correlacionos 


Jos magnitudes aleatorias b 
límite local para 
ución de la suma normi 
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Lus correlacionos (5.1) y (5.2) pueden ves 


iare wnlfotmen te respor= 
los intervalos f: A 


A ml o Г I); donde 
icinida 


de junto 
el ease (5.10 
егете к Queso 
Tons integral de convergencia norma 


y ol caso (5.2) de 
iden de lo que os 1, 


a 
EJEMPLO Sug las magnitudos aleatorias [Л] 
$a 
ор R2 = 
Var» 


Y TA), 


se deduce que para cualesquiera > / ZE 


Fa (2) 


so realisa la 


igualdad PARA 
la correlación (СЇ) puede no verificarse. 


a 


Para lus zonas de convergencia normal А (s) (У Я). En pare 
ticular, sí A(m)=0(f m). las zonas correspondientes se llaman 


«икең м, en cambio, А (= n", donde hc өк un mero 


projado, lt zonas correspondientes se llaman menomiles 

aos ii ers mini [йды en ch enema de eu 
isciones." Supongamos que las” magoituder aleatorias E. 

definidas anteriormente. satisacen la condición de Cramer n 


Ih > O os tal que M exp (hi 1) < oe, бз) 


Кад paco de ilo ls mente de En өнө шш 
edo doo ei e t; 
AG тген Û тоа биш а чы 
чыр, con 8) vn fin creia de л vein 
aleatorias Ea y soa y (s) = In f (s). Si se compl. lición de Cra- 
mer (5.3), Y (2) seré una función analítica en el entorno del cero. Para z 
ашлык a шм V O) oy Di dir rome 
A MIMI 
Una sorio de potencias V (s) == Ay + shy + 2kg + , , ., determi- 
mira 


Phe v AE. 
so llama serio de Cramer. Si МЕ, = 0, tenemos 
1 E ЗИТ 
sie мей, „мерден, 
Zh y т ө el elmo semiinvarianto de ln magnitud 


SÍ se Stimplou las condiciones de Cramer (5.3), para т> 0 y z = 
= о (УЯ) tienen lugar las correlaciones: 


FA ol 


leatorias E, tienen, además, la densidad de pro- 
у sestadi en todo cl eje, entonces para x > 1 
y === о (уя) so verifican las-correlaciones: 


la (9 (5): s 
A le 


т Ys 


Las correlaciones (5.4) y (5.5) tienen carácter individual, porque 
Ла serio de Cramer A (s) s0 determina por todos los semilnvàrlantes, 


° 


а consecuencia de lo cual so determina univocamente mediante una 
magnitud aleatoria corr e. 

1.5.3. Zonas de la convergencia normal y los desarrollos asintóticos. 
Sos p (n) ima función positiva crecionte al infinito de manera tan lenta 


como se quiera у Û < a <р. Para que las zonas 10, n% p (n) y 


[n= p(n), 0] sean zonas de convergencia normal, es necesario y sufi- 
lente que 


мокра T< e. 6.0 


— i — ai 
zonas [0, map] y | — лар (n), 0] sean zonas de. ¿onvirgéncia normal 
i Y aê, jo qe [oos [| сан 
Ads je н de teresa мени 1 
prada каме знн TR dele 
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Para que las zonas (0, nap (n) y (rep (n), 0) s 
OE e ttr Bo o ILI T. доба 
E OPE pora 
M S qu sodes s do ditto sunl O биш 


dos condiciones son sulicientes para que las zonas | 0, ay | y 


Jo 
M eun pl la eoi 
тем, 


las de convergencia norma! (integral) 


ЖЫП 


Ta 


носон 


donde 3. (a) es un segmento do la serio de Cramer de longiqod s. 
dot, qu doce por la edicta (00. А direc de los 
desarrollos (5.4), Jas correlaciones (5.8) tienen un carácter colectivo, 
Puas con ciertas para las clase de aquellas magnitudes aleatorias q 

laces la condición (6.0) y tienen segmentos. Iguales do la ser 
е Cramer de longitud 5 es decir, momentos Iguales hasta el orden 
ТҮЗ, Inclusive. 


Capitulo 5 
DISTRIBUCIONES DIVISIBLES INFINITAMENTE 


5. Sumas de magnitudes aleatorias independientes 
Y sas distribuciones. 


5.4.1. Convoluciones de las distribuciones. Scan , y Es dos magn 
udes alostoriasindependientms con valoresen А". y Y, ру, sus dis 
buciones respectivas, es decir, las medidas definidas ¢ Tos conjuntos 
does И de Пе mediante ns correlaciones: p (A) > Р € 4 
tonces, la disini suma $e Ea, que, evidentemente, ох 
también una адай aleatoria en A=, e Y por medie de he medida 


к= } m (Aa) nun. 


donde А — z = (y: y+ z€ А}. La medida н so llama convolución 
de las medidas pu, Y ду y puedo ser representada también ad: 


А i туши. 


La gvolicón de las medidos, y н зе denota ера. De (11 so ve 
qua, opción de тоја e matt: ful in 
E Le, EH wma oncia, de distribución de le шмш d. La 
función de distribución de la magnitud E, + Es se define par la 


rem frenar, 


E uy е denomina коруй de ls [сөм де нинде P, y s 

Sii? ECT ete amid eli A] t 
La oido ai fami i dead dem d en 
la particularidad de que 


па [е9 а. 


dondo / también se llama convolución de f, y 4, 

Observemos que para la existencia de le densidad de la suma 
Bda, tionis que silo un sumando tenge densidad. Si, por 
ehemplo, existo /, (z). entonces 


1= [natn 


gen perdes deris de Ла, enn 
suma S SE Ea se da por la convolu- 
Tue pa de 1 caminos Tildas 


lo las dist 


[E 

donde ptit. "p = (ружне ӯ нд те determina por Inducción. 

T uac Плата у Былыт de Ja adición de 
agilos aleatorias os (ой convencerse de que a operación de con- 


Ln también posce estas propiedades. 

"Función, "de la Suma de magnitudes aleatorias 
Independientes. La distribución de una magnitud aleatoria э, determina 
җи a función cractorítica, es decir, por una transformación de Fou, 


der de Ja madida correspondiente 
Siontorias Judopendientes, la función característica de la suma s0 
ges de manera тшу secl en términos de las funciones caracteri 
los sumandos 

"нш. San e be- 
dientes con valores en ПР y sea fj = Meit, U), ¿EN 
тепаа de la тайшы y. = ы... as 70) = Маш, 
TEn ete eao, J Û ls 

La demostración өсд so deduce do que la esperanza 
теша de un producto de magnitudes aleatorias independientes 

igual al producto de [Ij coperarías matemáticas y también dole 

Tdépendencla de Tos factores on el segundo miembro de la igualdad: 


юв establecer una corre 
loción análoga para las transformaciones de Laplace: sl = 
seh son magnituds mamérices то negativas y i-is 


AM p M, nons 409 [) 970: 


E ¡ue las magaitudes fy toman les alone solamente de 
vo, llo do eros enteros e Ж (es deci, $ mon con In pio 
Ñabilidad 4 coordenadas de mineros enero), Ea este caso» eu lugar. 
de funciones características resulta más cómodo considerar Tas funcio- 
ee generadoras 


Mem, 
donde z=(2,....1%) ез un punto de Ст, оп espacio complejo 
dimensional, (pet y ste [] (e, гел 


(véase el p. 3.4). * 


janas en He, 


[1 


hes 
air 
Si 9) osuna funció caracteristica de la maguitud E, + Èp, entonces 
tra +e UBER) о}. 
ve también distribución gansiana con la media 


B, + 
unas magnitudes aleatorias indepondiontes de 
^4 Y aa, respectivamente, Sus funciones caracte 


hi (0 = exp (в, (ett— 9). 
'aractarstica de la suma. 
10 = exp. (s + o) (ett — 0). 
De novo la suma tiene distribución de Poisson de parámetro a, + в, 


$2 рео y propiedades 
de ls ditribudaner dive: даване 
5.2.1. Delinicón, La distribución de probabilidades y on Ит so 
фоне divisible infinitamente, si pare do э puedo Idco шна 
Чаадан eta que e pela парњои vu a de a onde 
Ys de fa distri 
m 


ción smáltiplo de ¡bución p, con si misma; 


egt melo le maid ê tiene инеш divisible init: 
ponis, siempre quo para todos arista ls magaituder Indepondión 
igualmonto ЫЫ Дое Bans ina sca б tele que 

Sabit... ba 
La definición de distribución divisible infnitaraete puede onunoiarso 
también on rminos de fuaclones caraciaristicas. Sia $ 6. ct RS, 
una unión сагаа dela distribución po 


во-во. 


Entonces, si jı es divisible afinitamonte, para todo л oxisto una fun- 
ción caricteisica o, (e tal que 
OS 

Las funciones características do distribuciones divisis ышат 
de tc ol ombro de funciones caracteristicas visi Inma 
mento. Ha aquí algunas de sus propiedades esencias: 

T. бы Junin cris diui АЕН, no e reduce 
aem 

Tl. arg y (1) slempre puede considerarse como una función continua, 


9 


їй, St, para £2» O, se determina 
f (f = | e (I exp {ш arg g (09), 


n шга die infini 

en E Папом Ф (9 
пао, Parar alar Me CRECE ua operador Unai na neesti Û 
ql aenda ала med uta ls jun bes 
Pisa O) tale que es Jua la улты кеа 


at 


queso ( а-о, 


donde) e| = ҮЛТҮ}. En el easo de que П = v, q (2) зей una función 
actoris do distribucia кроша. La, Каша (23) dive, la 
presentación canónica de una fanción divisiblo Intinltamento. Te 
Жїйлөшов a, В, I se determinan por la función caractoristica de 
\ conocer el teorema de la convergencia d 

: atenta! 
Teorema. n de funciones доша infinitamente puede 
converger solo Macia una Junción dirisible infinitamente. $1 fp (9) se 
етта por la fórmula (2.1), en la cual en lugar de a, B y Ñ entón 
аиа an, Bay, We respeelicamente, entonces Qu, (2) converge hacia 
QE definida lini a formula (2-19, conde, a овамо cum 
PR’ ш eondiciona. 

a) para "oda. función acotada continua g (z) en I, paro la омй 
1 (0) 9, 


m eem aoo f eom or 


b) (n, a+ Ê п, s + | бп); 
ее 
Pura las lunciones características өп Аз se puede disminuir el 
m lentos determinantes hasta dos. Para toda función di- 
Visible infinitamente y (2) eu Л existan y € At y una función G (2) 
БЕТАНИ la dere real G Cro) 


do tal género que 


төз (nif (нете) Sae). аз 


Я ааа уа Ре е 
El integrando (cer) = ем, on osto caso, adi 


cionalmente definido para z = continuidad igual a —zf, 14 
Topresentación (2.2) en ol cs mensional se donomina canónics 

"elementos y y G se determinan univocamento por la [unción caracte- 
Fística. Del teorema se deduco que para que converja la sucesión do 


Tortas 9 


nes caracteristicas q, (e) representables según la fórmula (2.2), 
ЖО están sustituidas а ésta por Ya y Ca, para la función 9 б). 
definida mediante la fórmula (2,2), es "necesario y suficiente que oc 
pumplan Jas condiciones: a) 3, — ү: b) Gn (7) — G (2) para casi todos 
los 2 y Ga Cose) ce Ge): ә 

; Auzcamos, algunas otras fórmulas para la función característica 
divisiblo infinitamente en ol caso unidimensional. En vez de la fór- 
mula (2:2) se emploa la fórmula siguiente: 


etim [m — | (nmi he) on 


+ (E) e), ea) 


dondo ye e b > 0, (а) y M (5) no decrecen, mvapectisameni 
(S D y b.) Cre) e Ж J, 


n 1 
Jes Enorme. 


Para Jas distribuciones divisiblos infinitamente cu Л! con varianza 
Jntímita la función característica puede ser representada según la 
fórmula de Kolmogórov 


ттер (oe etm im en ak}, 20 


onde K (e) e uan fui estada no decente y sonia a 
ТА СРЕ 
ment para O hasta la continuidad мш = Ж 


Si la magnitud E es no negativa, y tiene distribución divisible 
intinitamentes ma Толе сагыш Vendi. par etj 


төтө (met mana]. en 


dondo y>0, y A(z) es una función no decrecionto, para la cusl 
M eo) n, | зам (2) < со. 


Si la magnitud ê tiene distribución aritmética divisiblo infinita- 
mente de paso h, su función característica tieno la forma. 


90р foe È (eth) ci]. es 


donde n y k son enteros, Ca 220, X Су < ce. 
ав 


$23. de distribuciodes divisibles lalioitamenle y de 
Mad miei. Minim 


p epn aens үн 
ы 

Ф (0 exp (a (6—0), en 
PE. 
tud aleatorio quo no depende de | le y quo toma valores enteros. 


no negativos, Hagamos 


= 0,3, = Y) la. En esto caso la magnitud 


bución generalizada de Polson Si non анга 
üna cönvolueión múltiplo de la medida jı y ys, jón de 
Una magnitud que equivale a 0 con la probabili 


$ ose 
рдел) Ж SrA. (28) 
E 


dondo a cs el parámetro de la distribución de Poisson quo figura on la 
items Q7) a unción caractaristica de la magnitud E ene por 
expresión 


stie {a ntm]. an 
da йик yd ez араван mod 


— Hs 
—— PEE 


y aem, poro Inenal (оз) | е nde. 


para z <O. бш = C 


ТУ, La distribución R? por la densidad 
mE 


La función característica de tal distribución es 


à 
sema me | 


e») еш 


T E] 


y puedo sor representada mediante la fórmula (23) con y= 


bern rre Û $ u. 


V-Distribuelones estables. Asî se llama una familia do distribuci 
ретт ду, para las cuales Jas funciones característica зе dan mediante 
la iguala: 


нер (та Се (+ ho (s. а), ean 
donde ye Rt, C0, Mi S1, паі, os asigna fF a, 


ant o(s t) 1а (9). 

TE cae m 2" [3 Menu Ly ек norm: sae 
iea dela loy table para 2 puedo жт eserita npn С 

mula (2.3), si ponemos en olla b= 0, 


adem. M (2) a donde С, >0, 


C, > 0 son ciertas constantes. Para las densidades de Jas distribucio- 
stables no existen expresions explctas, a excepción do Jos 


реа a= 1, p= б з) а — 2. Para am 
Bm 1, y = 0, 1а densidad tiene por expresión. 


E 
наут", 


та а = 1, Û = 0, y = 0 obtenemos la distribución de Cauchy соп 
fa densidad 
c 

TE 

La densidad existe para todas las distribuciones ostables y se 
puedo callar tigiéndona pos la fórmula do inversión, puesto que 
$ yes absolutamente 

Homos de notar una pcm caracteristica de las funclopes 
estables do distribución. / será una función estable do distribución 
siempre que para cualesquiera a, > 0, & >0 y by y be oxisten a > 0 
y b tales que 


pl 


Playa + ЫЕ (aye b) = P (ae + b) 
(en otras palabras, las convolucionos de las distribuciones de un mismo 
ро Moyan a шы distribución del mismo рә}. Con da ayuda do esta 
dad se dotormina, a voces, la clase do distribuciones estables y. 
» se deduce la fórmula (2.11) parala función caracterís- 


33, Teoremas del limite para el esquema de series 
5.3.1. Teoremas generales. Examinemos una sucesión de serios 
do Var magnitudes aleatorias aj... - Eng, (el Primer Índico indica ol 
húmero де la serio, el segundo, indica el número de la magnitud en 
Tee que tomas des valore de Jn y ae Independientes en codo 
magnitudes se denominan infinitamente pequeñas, 3i 

Sosa todo € > 0 se cumplo la eoadición 

lim sup Р{!фм1> e)=0. 


e کک‎ 


En este punto se enuncian las condiciones bajo las cuales las su- 


mas qn = Ды de magnitudes infinitamente pequeñas tenon una 
distribución limite. El primer hecho de importancia, establecido 
Ж puede emunciars asi: n una октап lite de los magnlitdes 


E it será obligatoriamente date Evita 
Haciendo uso de este hecho, reducimos el problema general de las 
distribuciones límites para las sumas de magnitudos aleatorias indo- 


pendientes al siguiente: hallar las condiciones que dobon imponerse 
pendientea at eme e Fr sin 
pl p C ld ie la 

ААда. con js, una distribución do la magnitud t, en Rm 
y етен o POR 
ЫКЧЫЛ 


ET 
(enis [ree tem. 


Introdureamos en R™ la medida П„ de modo tal que para toda 
función continua acotada (т) se verifique 


[ооп a= X [еее 
E 
apa сабя de disirihuctones vy de tar magni 


e hacia una distribución dirinle, Infinito 
ый, 


КАХА, УТАТ 
mente Cn la función caracteristica y (2). definida por a (guai 
de necesario y mijtelente que se cumplan las siguientes condiciones 


anys Mpg de) Un, д | =0: 
эе 
©) рага toda función continua acotada p (ri 


3i Û ieto- enne en (leta ioo. 


= 


Observación. 1. St se cumplen sslo las condietones b) yc) delteorena 


r4 
la быны En ~an; donde an = S) X г congo а una йш 


buelón infinitamente divisible cuya función característica q (2) se da median- 
te la fórmula (2.1), si hacemos. en ésta а = O, Y viceversa, s4, con йена 
elección de les vectores а, € Rm, la magnitud Èn — ap Hene distribución 
mite con la funetón carüctertatiea (24), entonces ve cumplen les condicio- 
nes D) y o) del teorema y, además, 


ge (Be 


fs e netiis todo qe Su ole н 
videns vum d 
do distribución de la magnitud fnr. 


cnm | Entente Griye j Eit) 


hacia сета función límite de 
distribución, ex посато y suflelente el cumplimiento de las siguientes 


colors a) etiem Ў, у= yi B) ta тешик de Junco 
б, (s) converge débilmente hacia celeria función no deereciente G (2) 
St sas caninas crederem camilla función на d 
la distribución límite se da mediante la férmula (2.2). 

тна "1. S1 sd cumplido la condición V) enne ta — 


4 
=Й O 
1 


delermina mediante la fórmula (2.2) con y=0. 
PAS pre eroi 
et in ыны q eon taii em a nn 


Jim P (lina 1>e)=0, 


donda „= ЙЫ (s decir, aman o Den probabilidad) es necesario 


y suficiente que se cumplan las condiciones 


E ea >0; 


= 


2070 
У а) реале init 

(las designaciones son, las mismas que en el teorema 1). 
байо de болтать cia un Чыта normal, 


Pare que En tenga une distribu ian normal loi en 0 con la ине 
РУ тен 


voces (tis ә-{ ә}, 
es necesario y suficiente que se cumplan las condiciones: 


5 
9) i Dan 


2 


b) Para todo «>0 


lim УР 00: 
2 
6) para cere e 
ив [us = Û en, treten | nt 
Pe Dd 


IU, Condiciones de convergencia hacia una distribución generaliza- 
de de Polsson. Una sucesión C, tiene la distribución generalizada limite 
Ж Pone sue cumplen as Condicions 

DE lim УР; + 0)=0, 

Y) Беше en R^ una medida v (de) tal que para toda función conti- 
mua acotada g (x) en П" se tiene 

n 
Ка S or oran {ео va. 

>) 3 


LE 


St estas condiciones están cumplidas, lo función caracteristica de la 
distribución límite se da mediante la fórmula. 


төшө, (| e 90s ша}. 


ТУ. Condiciones de convergencia hacia las distribuciones aritméticas 
man solamente valores enteros. Pata 
ча necesario y afietente que se 


" 
que n tengan una disiribución limi 
Simplan las condietoner. 


da 
aperte lim Y Psy 0С 


а с 


М) para todo m entero eztste 
[oL Cn 
= 


y Ce Y Cm. SE eter condiciones están cumplidas, la Junctón carac 
terlarica de la distribución Итне tiene por expresión 
tlm exp [04 Y Catam] esp | Y сы (etm). 
Observación. St en la condición b) ponemos Cp, = 0 para m we 1 


obtendremos lar condiciones de convergencia hacia" la dinribución di 
Poisson. 


ЗА, Teoremas del límite para las sumas crecientes en RI 


5.4.1; Teorema para las sumas crecientes. Consideraromos u 
¡eatorias independ 
erés para nosotros 


jenen, una distribución límite. cuál es el procedimiento para elegir 
An Y Bn у cómo será esta distribución limite? E] problema planteado 
39 puedo reducir al do sumar las magnitudes en un esquema de serien, 
sl ponen 


ЕЯ ua 


el límite finito distinto de cero 


Jim i eium ensem a 


donde £y (2) es la función de distribución de la magnitud ty. Elegida 
В, podemos tomar. 


^E] gan e+]. вә 


104 


r———— жый, de 
E EAR ME a I. 


не P (Imm >=. 
fee d canvi eri 
ente G ш} tal que G 

n a 
de X | gr Pa etm tan) 6 


—-2 


distribución лиш, es necesario y suficien- 
es condicione: existe una funcl 
у= 0, G (+ ое) < o y para сан todos lor y 


mientras. 


Jim X | ga etm tant ta 
om S P 


"я 
samt, [nan een 


S1 se cumple esta condición, la función caracteristica de la ley limite 
se aa, por e eaa 2] ean Y m gn cumplidas 1 
notarse, que en el aso do que están cur 
nes del teorema 1, а titulo de distribución Jimite para la пи 
pueden intervenir no todas Jas distribuciones divisibles in 
Sino sólo una cierta clase de tales distribuciones, Mamada cl 
Vas distribuciones de la clase [se caracterizan por la siguionte 
propiedad: para estas distribsconee la función Gen la fórmula (2) 
lene obligalorismente en todo punto ғ чё 0 las derivadas izquiorda 
y derocha y la función 


" 
Hif) 


cuando s < 0 y cuando + > 0 (con ella, C (2) pueda 
оми 


И 
hacia las у negativas y [a segunda. 
A Өг» 
HO ANET аы. Comerc uo 1 

fra iom чы Ж 
ЫА Rel Pee ины 
«ы ы шыга e DERE 
Aue unum nM EE 


105 


беши, sî f — 0. on cambio, esta última condición то 5 cum 


plo, so pueden indicar unas constantes С, tales que LS) (а 1 


= 
convergen probabilidad bacia ar. En oste cago ls constantas C, 
танап En cloro sentido el crecimiento de ls atm 


$ ti mientras que as propias sumas se denominan relativamente 
fa 
ables. 


amos que las constantes An y Bu енй elegidas en confor- 
midad con las Jórmulos (4.3) y (64). St Ит 28-0, para todo e > 


>0 so tiene 


se Du n «з 


Otra condición do estabilidad relativa. Supongamos que existen 
жт C, tales que ve cumplen lo con voeem vU 
1) Um a PU Caen: 


заа sn заана. de la magnitud у, entonces 


lim 5а Ld їз кро, (ау +. 
— S 
Entonces, la correlación (4.5) se cumplirá, si ponemos 
© 
Aem Û сш. 
px 
Supongamos ahora que las magnitudes 5, están igualaunte distri- 
buidas y no son negativas, Р (tn = > O Pars q 


aan relativamente estables едема y suficienta ol cumplimiento 
de la siguiente condición: 


fre +e 
i 


i 
mm 


T 


(on ol caso de que 1-Р (5)-=0 para cierto to consideramos que 
pem cuando C>0, de suerte que esta condición se cumple 
Las constantes 4, tales que se cumpla la correlación (4.5), pueden 
406 


Ca 
cscogorso iguales a A, =n | 4F (2), si Ca son de tal índole que 
2 


Po rim nac reo. 


iraPLo.Supongamos quo las magnitudes у toman los valores 
2 (n= O, 4, 2, ...) con la probabilidad р. Entonces, pare 
т<" 


var res Tace 


Si tomamos An = nlan. estará cumplida (4.5). Cy puedo elegirse aquí, 


sucesión 
de distribu- 


(5 а-а) 


lenga, para n— co, una distribución normal limite y para todo v > 0 


lim P (Itala ea) 0. 


es necesario y suficiente que eztston unas constantes C, tales que 


1) lím $) P (fao Cn) 0. 


элек { J IS 
"det Wet, Wee, 


һ=Ў{ fos 1 зањ) 


mU ie, 
num 
Pda, 
@ = 


La función caracteristica de la ley normal Ише tendrá la Jorm; 


407 


seu i Teoremas del Niite para os somandos igualmente dii 
. Supongamos que &,. Ey. - son independiontes y están igual- 
mee dettes бом мө сылне Тар las Cutie oras 
las constantes 4, y B, tales que la magnitud 


(5а) 


her 


tiene una distribución límite, cuando n es. En еме punto során de 
interés para nosotros las distribuciones limites distintas de la dist 
bución dogenerada y de la normal, pues la convorgencia hacia las 
últimas ya se ha considerado más arriba. Además. nos limitaremos 
а un caso de magnitudes en Al. 

"Teorema 2. St las magnitudes E, tienen una distribución límite 
tata será obligatoriamente estable. 

Fara enunciar los resultados ulteriores nos hará falta el concopto 
ido función de varinción regular. Una función А (0. dofínida para 
£> 0 fo bion para todos los t > 0), recibe el nombre de función de 
variación regular, si para todos los А > 0 existo 


^q 
tim E 
cuando ty -> + o, #—- k. Resulta que este limite (quo, naturalion- 


to, pilo dependo de 4) tionn, forzosamente Ja forma A% (09 < a £ 
< eo) EI expononte а se donomina grado de la función do variación 
lenta. Una función regular de grado а puede ser representada on la 
forma А (0) ~ А, (0, dondo he (6) cs una función de variación lenta, 
A titulo de ejemplo de las funciones de variación lonta sirvon; 
а) la función (0, paro Ja cual lim A() existo y es distinto 


do e 


) ALI = Cor 0. cojea que sos al орошон Pi 
«д = Il и + MÍ" para tado 

La forma general do woa función de 
fórmula 


riación Jonta se da por la 


косак {j 20 e), 
i 


donde existen lim С(0 40, y Jim amo. 


Las condiciones pars la convergencia hacia las leyes estables de 
exponente d тоз da dl 

"Teorema 3. Para que existen lar constanter A, y By totes que las 
magnitude En lengan ana distribución estable mile de Ceponende а, ey 
mecttrio y нсана 

1) lo función (Û — 1 — F (0 + PÍO ( >0) sea de variación 
regule de grado à (0 < a c 2); 


408 


b) erista el límite 
ek 


SI dichas condiciones están cumplidas, la función característica de la 
ley estable limite tendrá la forma 


тш) = (Ciim TT 


(véase la fórmula (2.11), donde y y C son unas constantes, dependientes 
афта se eligen las constantes An y Bni a es lo quese ha mencionado en la 
condición ay; = 2 a donde rip tomado de la condición b). 

"lección de las constantes Ba puede realízacso por un procedi- 
mien ue o dopada der salario do abt Bn puedo sor 


elegida de una mancra tal que sea 
lim ná Bet en 
(de la regularidad de la función A so desprende que esto cs siempre. 


posible) 
Pora la elección de A, conviene considerar tres casos, 


41, a, Луо. Si Ba ot elegida, ey conlormidad con (4D, 
entonces on la fórmula (46) y=0, C= LUZ eos Ta (С os da 


tonelón gomma de Euler) 
AE 2 En esto caso МЫ =a, y An = na. Con tal elección 


=a) 
de Ux y Bn tendremos en la fórmula (4.0): 10, C= ÊZ x 
xcos 5-а (Г os la función gamma de Euler). 


з. amt. En oste caso so puedo poner A, mas | py x 
хар (e) (Bn so determinan de (47). Con tal elección do las [7 


аны 4,» Bn мена сете [атт] 


Copitulo & 
DISTRIBUCIONES PROBABILISTICAS PRINCIPALES 


Abajo se dan los datos fondamontales acerca de las distribuciones 
probabilisticas más importantes. 
64. Distribuciones discretas 


64, Distribución La magnitud aleatoria E tiene 

una discibución degesered, concentrada o a, енот 
Fü-4-ü 

La unción de distribución es 


rola 155 
daa пасце coreo {р it 
Los "momentos: MEN = sh. 
i-um. ану чанана describe la magnitudes o ale: 
“válida р: sauna magnitud еони € 
Vio ja peranza metemátce Tila у la чыма шш ul 
plist). 

2.4. Distribución de Bernoulli. 1. Una magnitud aleatoria 
$, tiene la distribución de Bernoulli de parámetro p (0 = p cr Dra 


P (Em 1) = p, P (È= O) m р. 
La función de distribución 


0, =<0% 
E ocu 


i zd. 


sirviendo 

pars cualquier experimento alestorio cuyos resultados 
Menecen а dos clases que se ехе ауен. 

Mrs Пуб Монда], 1, Uns magnitud aleatoria $ tione 


Чо probabilidades y ca la анана v. 


(p) Opin 


distribución binomial con los parámetros 
EI 


LIT 
Рр = Сара AA, kab, ть 


La función de distribución es 


DAR ana, oes) 
LL НЫ 

dorm 

з. > función característica: Û + p (ett — 1). 
per ДЫ 

TAE А Mpz 
у e = р); DE = пр (1 — р). 
: 


EI coolicionte де онт qu ye, 
Los ralos м [ua б смів. 
momentos centrales ру = M (E — MEX pueden sor calcula- 
des por medio de la fórmula V 
татлаа [Pme |. 
3. La distribución binomial os un modelo de experimentos 
torios compuestos de n pruebas de Bernoulli homogéneas independiea 
s. al d = я ron lndependlentas y tienen la distribución do 


Bornoulli de parámetro p, entonces la magnitud aleatoria § = 2) da 
poe una distribución binomial. 3 

4. Si p es tal que np > y qy << qT: pode 
mos emplear las siguientes fórmules aproximadas: 


П p 
(e Piel rir E 
dn ai Es y ИТЕН ya ) 


donde ое T es la densidad de la di 
val estándar, o bien 


ву ю= о (PEDAL) 
„өю Yapa 


- س‎ {е 2 es uoa función de 
ano o | mensi [ба ne tmn 
— 94 

inel sere de puas 1 st de шалын 
ri tle gir n 
pra 
mn 
e Var 


an 


si 2 1,07, el error resultante, al emplear la función normal de 
indes a лг rta M tar p ta 
т 

аем mimo ondon paa» ds qoe Ê, o biasi p< 64, 
inse meer ma apes meat Ta diri d 
i: 


DT 


^. к= X PE ести 
а 


a, spo una unción de distribución de à botardistelbuclón con los 
Wiss e y P. Entonces 


ero 


SÍ чы, м, 65 una magnitud. ia que tiene la F-distribución con 
(my М) “grados de libertad, entonces 


pos 


Perg kim P (nas sain A 

3.14, рынча Moenia naive шнда de Paseal). 
maed T oue uns dieitoción Minomual ыу 
distribue бп de aei) con los parámetros (r, p), si* 


Pieria Casar mph 40,4, 2, 
2. La función característica 
tr 
Los momentos: М: 122; 39 xe 


3. Siendo r natural, la distribución binomial negativa describe ol 
número de pruebas en el esquema do Bernoulli indispensables para que 
e oblenga el valor 1 exactamente r veces. 

Si Jas magnitudes aleatorias a, k — 0. 1, 2, . ., son Indopondion- 

tos y tionen distribución logaritmica, ontonces ја magnitud aloatoria 


Biin» donde v no depende de E y está distribuida de acuerdo con 
la loy do Poisson de parámetro, tione la distribución binomial noga- 


tiva con el parámetro r = —Їпр. 
+ Para rno enteros Cà y se determina asi: CA g= 


0+8. 
ul 5 


E 


Existe un rasgo característico más de la distribución binomial 
negativa, que consiste en lo siguiente. Sea m mna magnitud aleatoria 
e. tiene distribución de Poisson de parámetro н, es decir, P (9 


iy e Considoramaos — que 


Uone distribución маша de parámetro 3 = 2 у а = r. En osto 
caso 
(Стад A 

En esta interpretación la distribución binomial negativa so aplica. 
tanto a la estadística de accidentes y enfermedades, como también 
los problemas asociados con la cantidad de individuos de ln especie 
dada En Ina muestras de las populaciones biológicas, ete. 

s Hara у ийт lo distribución binomial negativa e divisiblo 

infinitamente. 

0.1.5. Distribución geométrica, 1. La magnitud aleatoria E ti 
distribución geomátrica do parámetro p (0 <P < 1), м 

AS 
2. La función característica es 


Mire erra 
los momen 1-2; eiu, 

3. La distribución geométrica es un саго particular do la distri 
bución binomial uugativa con r ~ 1. Describe el número do pruebas on 
el esquema de Rerouil indispensables para que se obtenga cl valor 
1 exactamente una sola, vez > 

4: La importancia de la distribución geométrica se explica por 
уз ойран} Tama uses dl cte posterior: para cualesquiera 


P (E> m + rim т) = Pm 


0.1.0. Distribución hipergeométriea, 1. Una magnitud uleaturia $ 
Lino деби Miertvomirca do parámetros (N. p. n) 0 < p < 
<ih н 


2. La función catucteristica es 
St de 
sum урт Ж ааа" 


donde CI) сүс — 4) (C — 2. - (C — 1+ 1). € (0 os una sole 
ción de la ecuación diferencial 


aen (Ll vn S en] не =0. 


9 из 


е 
Баалай т ap (1. 43 : z 
3. Un esquema típico en el que surgo la distribución 
jm comprueba un lote do articulos acabados ew sl que Gat ema. 
e articulos ule y N (1 — р) нїш. Se ligen al azar 
os. La distribución hipergcométrica describe procitamenta el 
número de artículos útiles entre lee elegidos 
4. Si п ex pequeño en comparación con N (prácticamente, cundo 
n< UN): «мов 


M OP apes. 


* 


1.7. Distribución de Polya, £.Una magn 
parémolros (N. 


D 
distribución de Polya de 


м aleatoria E tiene 
“ 


donde b= Np, em (tp). 


heb 
2. Los momentos: Mg=np, Mi= np 2—0: nme 
gex 
7 
аю E 
++}. 


Color, se retorna a la urna junto con « bolas uuevas de ese misno color. 
En este caso E significa. de extracciones do la bola blanca en 
la Er Es plio uso en la simulación de epide- 
Ie "enformedades. con 
CE i tro 

Fiber ki ае CA ph 1— ph. 


Distribución de Poisson, 1. Ure magnitud aleatoria E tione 
de Poisson de parámetro X (i 20). al 


ваен е), amo 1, 2, 


momentos cenirales py — M (E— LI т ser caleula- 
dos seg las correlaciones: Ino " È =н 


alo o bien i, 


ма 


—— кий e реу А 
тутус сед 
FCR ros 

1 3l sp, estar бла nth. pan qu 
Rec a Yr heparin 


къл 
peco (ER. 
donde ® (2) es uan función normal (0, 1) de distribución. 
i ULP nein de tiun de a distribución eon т 
grados de libertad, entonces. 
PH = — Paso. 
SI E tino una distribución de Poisson de parámetro A, entoncos 
lcatoría Y Etieno la distribución, próxima 


suma de las magnitudes aleatorias 
gin la ley de Poleson, tudo sumaado de 
да sogün esta risna Jey. 

Sopangamas que de es uma sucesión de matias alento; 
vas dependientes ока: distribuidas y y es una шери 
аре lu hatribución de Poisson de parámetro». 


¡ción de la magnitud aloatoria E = Y) Ë, se deuomina 
й а 
distribución compleja de Poison. 
Шш Ecce de a magnitud aser 
енен, 
donde ¢ (9 ss la función característica do las magnitudes aleatorias $a, 
4.10) бынан di 


binomial “generalizada. 1. U 
alontoria $ tene la distribución binomial gonoralizada 


төшө (n. р Pr Pal (O < Pa < 1, eh 
lam. вео 


Pie 3-0 em lo, i-i 7i 


m im 


[ios ran 
A 
ا ا‎ 
d 


б "s 


Los momentos: ME Ў a, MEE 


У m+ Sm Bb 
SA 


e 
= Û ni-m. 

^ 
aio de roni Pu ee tr qe петка 
mente. En este caso la magnitud aleatoria 5 — $ dà ended. uno 


pistribución binomial generalizada, 


=F (1—0) — тоў. Por ello, la varianza de la distribución 
binomial de parámetros itd 
aleatoria E соп los valores ру, k= Ton y la distribución P {E 
= pa) = Ê е mayor que la distribución de la magnitad aleatoria E 


con la distribución binomial lizada 
71:10. Distribución logarítmica. 1. Una magnitud aleatoria È 

tiene vlistribución logaritmiva de parámetro p (o = p 1). Sí 

^ ШР и 

ватын PEN, ашьз... 


2 La anión oca e qi= Ûy alt= pel 


momen M heic. uiu 
los momentos: Mi PT, ME, мї 


de fui 
€ Tu. 


3. La distribución logarítmica es límite para una distrib 
binomial negativa en el sentido siguiente. Si ny es una magnitud alva- 
toria que tieno distribución binomial negativa de parámetro (r, P), 


p 
t— pt 

lim Pim) > O) — A 
mn > om Ор. 


4. So llama también Jogarítmica una distribución de la magnitud 
aleatoria E tal que 
PAE = logs (k + 1) — os b om dom de 


ив 


9.1.11. Distribución de Morel—Tamner. 1. Una magnitud aleato: 
ча E tiene distribución do Borci— Tanner de parámetros (r. 2) (0 < 
ams 


к= 


Piene Areetara 


ar 


2. Los momentos: Mig: DL 

3. En la teoría del servicio de masas la distribución de Borol— 
"Tanner se determina como la distribución del número de Jas demandas 
Sotvides durante el periodo de ocupación en el sistema mencionada 
con un tuo de Poison entente do parámetzo vl tiempo constant 
Жуй ew ат cas cuando la longitud de l cols on ot instante 
inicial seo igual a r. 


өз, Distribuciones continuas 


6.2.1. Distribución uniforme. aleatoria 
Ja abitibictón поо en ei intervalo la. рө © ИМ" 


à 
y 9, zēla dl. 


tione 


ИП 
Ta биеде carctersuica en 

vie E, arem, 
Vos momentos. Mp RR, Aet deei Di 


ay 


З. Con la ayuda de la transformación lineal y 


a lo distribución uniforme en el intervalo 10, 4). La distrib 
formo es el análogo сотто de las distribuciones de la teoría clásica 
e probabilidades une deseriben unos experimenta aleatorios соп 
sesultudoe equiprobables. 
El error angınads por el redondeo de un número «e describe 
“Мара was distribución wnifonme en el im 


i 
жы, [ти]; 

Si ил pau мем co la función de distribución A (e) 
абий voti le magnitud alta È r (D e 
p ыл e ni Reti d io ama 
nta an e Trin nonne vla omnc odie 
redet АТУ 


o com j 19) está designada la densidad de pro- 
ud aleatoria correspondiente. 


17 


62. рынан са neu (distribución de Simpson). 1, Una 

рушы” aleatoria E rue distribución en triángulo (аР de 

Simpson) en el тобен Lo. bl t 

+ EET 

m ээ-й], аа 
ШЕ 


[m 
2, La función característica es 


wo [2 


"m secans p 


Lj 


Tg 


Jig, i Densidad de la distribución — Ple, 2 Densidad de 1а distribución 
Tio Lo 


З SUE, y E, son unas magaftudes aleatorias independientes, dis 
Mribuidns igualmente en olfintervalo 


Alton E Bygt ja lene distribución en triángulo. 
НТ 1, Una magnitud aleatorio $ Це 
ción exponencial de parémetro % > 0. ы 
M aco: 
dts d ERIS 
0, 20. 


|, raso La ора 


(Véase la fig 3) 
2, La función característica es ри) 
Los momentos Mio: Dio 
3. Análozo continuo de la distribución geométrica. Pose la 
posterior: 


propiedad de Ja ausencia del efecto 
PüLBUB4PLQ-P(:) 
ns 


a consecuencia de la cual es la distribución principal en la teoría do los 

procesos a saltos do Markov. 
6:24. Distribución hiperexponencial. 1. Una magnitud aleatoria & 
hiperexponencial con los parámetros (m d. 


Amh вада 20, Ў) aat, si 
E 


oc [Bn ГЕ 


9, «<o. 


уб 
2, La шен" 


la ig. 4) 


y característica es e (0. J) - 


г 
A 


e, з, ури de алышын» ры, € Densidad dela distribución 


n 

e 
Saa m2 A 

3 Los momentos: Ma X a dbi 62У Gi 


(=, a 
-(à&y 

(2% 

3, Introdurcamos los indicadores aleatorios Гь (k= 
E e Юу ү 
particularidad de que Р {у = 0) аа, Р | Ñ yt] et Si b k= 

B 


1. com М: 


TE son unas magnitudes alestorias independientes que tienen 
аана erronea! de iro Aas Tespoctivamonte, enton- 


ces la magnitud aleatoria E= S$ Гуй tiene distribución Miperes- 


э. 


ponencial con los parámentros (mm, а... an Aie 


“з 


Distribución normal. 1. Una magnitud aleatoria E tiene 
normal de parámetros (m, 0%}, si 
(e 


— I T 
I-A. » 260—9, 09) 
(Véase la fig. 54 
0 
> * 


Via 5. ревно de la быган normal 


A la par con la representación de la densidad de una distribución nor- 


más arriba se. también la siguiente: 
p ات‎ 
т-у" . 


donde рее 0,4760 ... ез una solución de la ecuación 


xe determina do la correlación 
Em] Ett [im | >A 


y so, denomina desviación media (o bien probabilístico). 
2. La función caracteristica os 


y p 


+ @& — Поч, donde 


Los momentos: ид, = 0, p 
DESIT C à 
3: EI papel fundamental quo se derompefia por la distribución 
normal se debo а que bajo las amplias. асва el comportamiento 
Де Таз sumas de magnitudes aleatorias, al тесе e número de suman 
dos, es asintóticamente normal, Las correspondientes condiciones 
constituyen ol contenido del teorema del Limite central. 
Con In ayuda de Ja transformación lineal п ÉS 
а la distribución normal de parámetros (0, 1), Yamada distribución 


120 


ial estándar con la función de distribución 
279 


vo i B 


Es tobolad: 


como seg, ыша өйы M un 
ө reslo, төнө tuom yg | Ке. 


———— m 


aes Citado z son pequeños, para calcular d (2) so puede emplear cl 


lat) 


FE 
0) 1 30-02 

а | 

х ? * 

que зе doscompone en wma fracción continua 

"n 
ÓN 

Una magnitud. nleateris de distribución nor 


probabilidad unos valores. próximos а su esperanza 
due se expresa por la regla de sig: 


о bien la correlación de Mills Н (e) =. 


Lr 


0,3 
A d MSS ..., km 
[E 


normal, la distribución de cada suman 
La distribución normal puedo encontrarse llevando los nombres 
do segunda ley de Laplace, distribución laplaciana, distribución wau- 
Siana. distribución de Laplace — Gauss. distribución de Gauss— Laplace. 
24. Distribución gamma. 1. Una raagmiad aleatoria tiene 
distribmción gomma de parámetros (а. A) (< > O, à > б, si 


An 1-46-28. 
'"-{ A > 
T г<. 


(Véase la Hg. ES 
2 1a басш caracteristia es ett (tk) 


awt ы 


Los momentos М = 


3. La distribución gamma es un análogo con! 


ción binomial 
con la distribución exponencial y para а. + con la distri 


gi 
ción x de n grados de libertad. Cuando A = qu y а — n, la distribu- 
ción ашта Поа I ombre де distribución de Erlang, di parámetros 
(л, i) que describe la distribución de la duración del iatervalo de Uom- 
PO hasta la aparición de п sucesos del proceso de Poisson de pardmetro n. 
ue se utiliza en Та teoria del serviet do masas y on la de fiabilidad 


© 1] 
D 
jp ar 
x x 
а è 


nuo de la distribu- 
ratiya. Cuando а = 1. la distribución gamma coincide 


Fig û Densidad de la diilciación мыла 


Cuando n <= oo, la distribución de Erlang tiende a una distribu- 
ción degenorada. 


Cuando a = т + { y A == f, la distribución gamma se denomina 
distribución exponencial “potencial de parámotro m, 


Me, Hp Ru 
rea. 
E) 


Para A fijado la distribución gamma es di 
6.2.7. Distribución beta. 4. Una magnitud aleatoria 
distribución bota do parámoiros (a, D) (а > 0, р >O). si 


Tat ng arts 
vo-[ TE, AA EEE 


0, то, 


(Véaso la fig. 1) 
122 


2. La función caracteristica es 


Ten ў мю rein 
vi 2 FH TARA 


— 


е n Sat e 
a шый арар ETT F a FPFE 
ENTE 


[S 


3 MM EU UM 
Vie a ET ES Gono ue unte 


tamt, bmt) 
TO) 
[o 


Vig. 7. Derabtod de la distribución beta 


ОКК КҮС distri- 
шека T у фис У ny sotana magnitudo 
i E rada emeret a esi 
d aiia rone is densidad de probabilidad Jay (o) de le 
Eius qoid led iy ean Чыл Мылы a = E 
Т ЗЛ. >. и бешиси et ө mida! son lado 


en ol punto r = v Cuando a 

[E 
coincide con la distribución uniforme on el intervalo 10, 11. Cuando 
P a d. da distriboción beta lleva el nombre de distribución 


аз 


1 
generalizado del arco smo y pora x= f d. 


listribución del arco 


Distribución de Cauchy. 1. Una magnitud aleatoria E 
че Cauchy de parámetros (a, 2) (A > 0h. s 
А 


O 


cn anh uy 
Varia qu ne а Цна 


Los nones 
de Cauchy son. 


Lux, Dead de la distinción de Pig 2 Deidad dria distri 
у боари 


. KI parámetro æ es la moda y la mediana. La distribución de 
Cauchy es divi infinitamente 
L9. Distribución de Laplace (distribución exponencial, doble). 
distribución de Laplace (distribu 
jal doble) de parámetros (a, 2) (h =» 6. al 


160-9 


[T 
" js 
2. La función caractoíatica es e (0 rr. 


Тан momentos: Mike s ate () мн 


аме» [ ЗЕР 
uU + -e + qr | LII 
Sean f. Es unas magnitudes cles idependientes que 


sine ilti espino de fumar Y a ai 
sire E fe ted mns e dae ae Lap atu 
metro (æ, A). Aparoce a título de distribución limite en los esquemas 
ME arise P Um кыра Arte E ne а 
мей у ton т vat еч 


ES) 


(АР 
(Véase la fig. 10.) > 


ам 


n 
2, La función característica es Ф (0 = (—210 f. 
Los momentos: MEA = 202 2. da F 20 Dh DE = 22. 

Is, a, pa = da + Da 
7). Las huumerosas aplicaciones de la distribuci 

ostadistica matemática 


j «n da Mori 
an basadas 


m 
taa 
m Š ta tione банын е con 
КЕЛ : 
HE a 
br s к. 
rió llas - 
} x 
dein n)* C m 
à ка 
pmi 
us (а>?) 
ondo. ica la operación de 


" 


еним de da distri 


Vansposiclón y <; son Jos elementos 
de là matriz (^^, tiene la distri a- 
Dein 2 con n grados de libertad. 

Si Eos una magnitud aloaloria Df, 
que tiono la distribución £ сопа © 
grados do libertad, entonces la mag 
quod aleatoria УЗ ҮТ Vene una анда normal están 
lar aproximada. 

"Опо de los criterios para comprobar la concordancia de los 
daton empíricos con la función hipotética de distribución F (2) está 
basado еп el estudio de la estadística yê de Pearson 


donde py = F (e) — P (s ETE 
©з na partición arbitraria, оао de 
observaciones on el intervalo lps. 5), AV suponer verdadera la hipó- 
ris, la estadística д2 de Pearson tene en límite, para m — Pon ce, 

фас ү Fon k — 1 grados de libertad у mo depende de F (2. 
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5, Si in ы... En son unas magnitudes aleatorias indepen- 
sientes que tienen distribuciones normales con los parámetros ros. 
qectivos (mi, 99), (ma 0%, ..., (ma. 0%, entonces ln distribución 


Че ln moguitud aleatoria $— LD) $f «e denominar distribución 4 


- 
mo central con n grados de liberiad y un parametro de no contra: 


lidad m=i D] mj. Paro los valores grandes del parámetro m, la 


19) 


0 07 


Fig. M. Densidad de la éhirloción x 


iento, mo central con k— 1 grados de libertad y parámetro de no 
centralidad 


—n 
E] 


"= 5 

E 

£2.11. Distribución x. 1. Una magnitud alestoria E Мено distri 
bución % con æ (а > 0) grados de libertad, sı 


۹ 22—08) 
0<0 
(увазе la fig 4t.) 
ADU TEE 
S aya 
dni. 
ES 


em 
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és qu 
Ў, f ene lo distribución y con a grados de libertad, 


Cuando n «= 2, la distribución x Nova el nombre de distribución 
de Rayleigh (ayleigh— Rice). 


je 


уш. 12, Densidad de ia бусена de Student 


Cuando a c3. la distribución y se ama diseución de Marvel 
y describe la distribución de velocidades de Jas moléculas do un gas. 

6.2.42. Distribución de Student (distribución (). 1. Una mag- 
niud alestoria $ tiene distribución de Student (distribución 1) con 
(^ grados de libertad (a >0), si 


En sei 
= HE) (+2) Fr 
var (2) 
Véase la fig. 12) 
var (а 


2. La función caracte 


dica өф CTS 


cra NE т 
"aec PA aot ua (21310) 


унеси: Ў ‚ 
ی ر‎ | 


drea; 


а tees 


4. Si y y son unas magoltudes aleatorias 
tiene distribución normal estándar, mientras d 


ЭЎ соп n grados de libertad, entonces E = ny” 


Student con n grados de libertad, 
En mulas aplicaciones estadisticas el parímetro а os un número 


vudiontes ул 
tiewe distribución. 


iene distribución de 


natural. Cuando <-> 4, la distribución de Student coincide con la de 
e 
m<? 
x 
Fig. 13. Densidad авалы 
Cauchy, La distribución de Student aparece a! comprobar la hipótesis 
de la modia de una totalidad general de distribución normal, siondo 


a ld 
SORS C to gt 
est nt 
initamonto divisible. Ас 


>. 


(Vase la fig, 13) 
(+) (А 


€ 
r(5) ste 


Г? 23 imi m 2) 
Movie io Eie agna 
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3. si son unas magnitudes aleatorias independientes quo 
tenet ыйыы Үр гөк е dados de Шал ma Y e TOPUN 


monte, entonces la magnitud aleatoria } = j! еше distribución Р 


muestra de una total 
Yar so mg 6з шпа muestra de 
entonces la estadística 


A 3 
ё 


mE 
т ba 
FTA 


dondo ea LS xa je y tene distribución Р con (m —t, mi). 
grados de 1йөпм. "' 

% SÍ E, y Es боп unas magnitudes aleatorias indopondientos, con 
la раке de que E, беке distribución y con m, grados de N 
Dotad. montas que Ey tide distribución Z* nd contral con m grados. 


do libertad y parámetro de no centralidad m, entonces $ = jS tione 


distribución F no central con (my mj grados de libertad y Parlmotro 
de mo centralidad т. 

9.2.14. Distribución logarítmica normal. 1. Una magnitud aleato- 
на E tono distribución logariunica normal de parámetro (m, 99, sl 


rol yg (i). es 


0,50. 


(Убаво lu fig. 44) 
2. Los momentos: Mp exp { totdim} i Deset" pent 
3. Si n tiene la distribución normal (0, 1). entonces ¢ = 
m= oxp (on + m) tendrá. distribución logarítmica normal do pará- 
metros (m, 
La distribución logarítmica normal ев do amplio uso en la física 
quadioticn, та geologia estadística, la estadística económica, la Blo- 
la, ete. 
"6^1 Ta distribución logarítmica normal puede obtenerse como un 
gasp particular de la вы “distribución de Kapteyn cuya densi- 
dad de probabilidad es 


toe туро {© "| а, 


donde G (а) es una función monótona derivable. Si E tiene distribución 
do Kaptayn (m, 03, 6 (2), entonces n — G (E tiene una distribución 
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hormat Q1) La distribución de Kapteya se obtiene como resultado 
de la aplicación del teorema del limito central al esquema do adición 
del tipo ады = а + чәе (n). dondo тү son magnitudes оопа 


independientes, û (o) = | дє. 
uis Ve шы repaid n on 
v [— ] 
1= zu + zef e, o), 
Vii] 580] 


(Vénso la lig. 45) 
2. La función característica es 


Frm). 
Los momentos MẸ = m; DẸ = o. 
ZI 


90е (1 
©), 


а 
х т 


D 
Hs Denatcaa, de 1а di я мы че 
Mitis roten de 1a buen p, d рема чен 


— 


Күлү 
iride ya apar conia aina m eur este 
з vencio LPs pu malas ШЫ di 
DER с-з 
anat a Vani £ Uo magnitud also $ lone 
distribución de Pareto do parámetros (zy. a) (A > 0, zo > 0), 


а (зүн s 
vo EU 


(Убаво la fig. 46) 
2. Los momentos: М 


a Я 
nef o 22 


- az 


3. La distribución de Pareto es эп truncamiento en el intervalo 
de una 


y оо) distribución potencial do parámetro a cuya densidad de 
Кыйды os Ж A 
aa > 
10 (e rco. 


La distribución se encuentra en los problemas de la estadística 
oconómica. 


СЯ СЙ 
x у. a 
* T 


Ж T 1 
iif, Dota de e ашлы» тит. Densidad Me pa «шашы 


одит Disribación del Sherman. 1 Una magnitud, aleatoria Û 
tiono distribución de Sherman con n grados de libertad (parímetro n), 


ies 


dem e 


о [0,15], 


donde һ- ў — gm осо сус} т en un 
nimero entero o negativo que satisfaco las dsigualdados ZZE- < 
gecit 


TED 
(Убаво Tn fig. 47) 


T MNT 

a (t= cis] me rdi 
FA ETE E 
soie Een ер A enn rp 
app“ del t-ésimo intervalo a la izquierda de n -+ 1 intervalos 
Еш 


" 
Una magnitud aleatoria ğ 2 |® = 

ción de Sherman con n grados de libri. 

„ [1 


4 


| ene mit 


6.2.18. Distribución z (distribución de la razón de varianza de 
Fisher). 1, Una magnitud aleatoria E' tiene distribución а (distribución 
de la razón do varianza de Fisher) con (m, mJ grados de libertad, si 


fee 


(Vénso la fig. 18) 


1e» 


Pit. 8, ретине dela амну de 1a razón de талаа de Pater 
2. La función caracteristica os 
үк и 
y = жш не 
LEYES 
"(27 (02) 
Los momentos: ME=0; Die $ mim, 
3. Si y os una magnitud aleatoria. "quo tiono distribución Р con 
(тч, ma) grados do libertad, entonces Ë =} lan tiene distribución + 
grados de libertad. 
io teo en ol análisis de varianza. 


ET 

"| de WelbullGnedenko. 1. Una magnitud 
aleatoria & tione distribución de Weibull—Gnodenko de parámetros. 
(a, À) O 2 0), ві 


m= 


e 


Laja, > 0 
[EP 
(Vaso la fig. 19) 


Les momentos: Шаа Êr (L4) ipte 


"m (- 
Ител 

О ar е ы, 

Supongamos que las magnitudes aleatorias t son recíprocamente inde- 
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 pendientos y están igualmento distribuidas y, además, Р (E, < =) < 1 
para z< со, Hagamos 

LIII 
Para quo las distribuciones F, (2) de las magnitudes aleatorias 7- $; 
«onverjan, con cierta elección de las constantes an, hacia la distribue 
ción P (2), mo concentrada en 0, es 
ш Y идеме que la ыма р) 
ТР) ма de variación correcta * 
соп ol exponente c (a < 0). En este 


amt 
caso, F (dm eh 
La distribución de Weibull Gne- 
ЖОШ ума descri al Wk * 
йо ol tompo 
ES in. alos de lo А 
insromentos. 
70:220." Distribución de тит. 1 (o 
nn magnitud aleatoria E Viene die ant 
tribución de Burr. i su función 
dinum FC temo por барт 
són 
* 
СЕ i. 7 T 
mer m o 
donde Ja Iynción no negativa £ (a) e osasi 


Val que. segundo miembro. de la 
м1 ове arriba as voa unción 


radi z>% 


Fa 


й 


а $): 


+) La función 1— (2) es do variación correcta con el expo: 
nente a, si 4—P (2)=2*L (2), donde 1. (x) es una función de varia- 


н decir, tal quo LED ج‎ r 
ción lente, es decir tal quo 2ДЕ) — 1 para tos y cualquier 
29. 
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rei (atus). etis 


на (egy maze)", cet а. 


бз. Distribuciones de Pearson 
6.3.1. Definleión. Se llaman de Pearson las distribuciones con- 


tinuas cuyas densidades do probabilidad son las soluciones de la 
ecuación diferencial 


TIA 
0 наго 64) 


$, son los parámetros de distribución. Las distri- 
n se determinan por completo con los primeros 


ЕСЕ to central do una magnitud alestorin 
imo momento contral de una magnitud aleatori 
quo tiene a distribución de Pearson. Ба ete cas, м an = 1, мнз 


* + , 
* 7 


dondo a: a. 
bucionos dd 


he mpi, xd 


Prat, 


4 


las raices del trinomio cuadrado 
de ditibuciones de Pearson 
be аре d bert m (a o) X 


roe PO 
dante Dto TT 


3. Si а = $ (consecuentemente, A = 0) y т == n, entonces las 
*) Medianto D se ha designado el discriminante del trinomio 


cuadrado 5,420,269, Ое hj, ke К 


E] 


азир correspondientes pertenecen el tipo Ш. Las distribucio- 
Жао ТГ inet See de Атыра зы 

бте т а дааа оганда sa del tipo XI. 
ИЕ: Tiene de Fen di po Y pertenecen ns distri- 
маво Ба 

O Ro IL 1, D < OA p o, be hepa = 2 atala 

2 Donsidai ¡Sad do probabilidad Канзи аы 


т-н topka, s> k>, 
0 ree. 

3. A las distribuciones de Pearson del tipo 111 pertenecen las 
distbucionos, gamma; 

634. Tipo IV. 1. D>0, 0 <A <1, hd bust Pent) 


2. La densidad de probabilidad / (me (+p 0, 


zeto, ool, т >-р, dondo 


= 


an [uro 


GAS. Tipo VIL 1. D>0,A=0, Eu 
2. La densidad do probabilidad f (2) = 


х 
ДЕЕ) 
ат, (зо, n>, 

distribución de Pearson del tipo VII pertenece la dist 
els de mre ión de Pearson del tipo portone istrie 


Же pipo Voi, Бе, Na, 0 Fhe Fm, n 
Doro ДАШ 


п Te T 
0, <û. 


взл. Tip VL t DSO Ше Кый РЬ 
p m AN 


o [r5 Lu: 


зө, Tigo VIN. 1. D <0 AGO, HRT he 
toe Eos Кени, 


p 
SH etam, setao), —1 <m cts 
vo [898 и k 


(Y»0 84,20; 


9, sEl—a.0l 


jS. Tire Kc 1. D <O, <O. By ahe brt = r (e 
2. La densidad de probabilidad. 
"EL LUE 
lo, z€[—a,0]. 
40. Tipo X. 1. D 0, 1=0, bot 20, (0) Hb rt 
a peti 
"5. Та densidad do probabilidad 
ЖС", 220, Y>: 
c |0, x<. 
3. A la distribución do Pearson del tipo X pertenece la distribu- 
sión exponencial 
63.40. Tipo a = 0, Y no está detorminado, by + 2b, + 


EN 
P Gad % probabitidad 
= 

у 


no vis 


3. A Ja distribución de Pearson del tipo XI perteneco la distri- 
bución normal. 
La distribución de Pearson so usa ampliamento en Ja estadis- 
matemática al sunvizar las distribuciones de los datos empíricos 
ЧЇ fin do determinar la distribución de Pearson que ha do aproxi- 
los datos observados, se calculan los primeros cuatro momentos 
Че las ecuaciones (3.2) se hallan las estimaciones de los parámetros. 


с 
y 


4. Distribuciones mulidimensionales. 


64-1, Distribución polinomial. 1. El vector aleatorio -dimensional 
te @ Es) tiene distribución polinomial con los parámetros. 


(ni Pir Par <: Em 
Pema P Rm, emma, sa =т= 


5^ 


м m 
Timid mg POP 


para m= (my, mg 


n 
m) mmn. 
2 La fonción carsetaristicn es 
X di 
stt lo + P 


Мук. 


momentos. MË = np 
Toby Lo DE = np рр. 


tos 
- м MEN Gy му 
135 


3. La distribución polinomial es un 
una distribución Binomial. La distribución marginal 
LECCE SIDES istribución binomial. 

i Qn ER... Eo son unas magnitudes aleatorias k-dimen- 
cionales cos Ma неш (ne ors P), respect 


vamente, entonces el vector E= Y. $ tiene distribución polino- 


Td Кз polinomial 
jo, quo, Tepresonta n pruebas ind ES 
EX HERES IET 
dos US x 
EXT UE E E 


particularidad de que X) pi = 1- 


6.4.2, Distribución “uniforme. 1. Sea $ wn conjunto boreliano 
agotado en ДА Desiguemos con mos S la -sima medida de Lobesquo 
de oste conjunto; 

Un vector aleatorio E = (Б, Bs . s. Б) tione distribución uni 
forms "en o a ines S а у ы имде probabilidad f te) = 
sone soon Ce Igual а 


: 
п (т sen 


LI 
En aquel importante caso particular en Sesun rato pedo 
A leyr D Зе s -x deii tenemos 
t 
‚ ses: 


= 1 [Oad 
fe] Ho 
o EI 


2. La función característica on el caso do un dominio rectangular 


tiono la. forma. 


$m sts <, = 


Distribución normal bidimensional. Un vector aleatorio 
bidimensional E = (b, E) tene distribución normal bidimensional, 
si su función caracteristica q (D = р (tj t9 96 


n 
satietate d etî tritt жен: 
n + А 


DA 


y la forme cuadrática 000—004. t= Y) чуну. mta es no 
Л 

negativo, es decir, Q (0> 0 para iora ы, la reales, Si ol ran- 
АА аен у} рар 

4.2) es distinto de cero, la distribución 

i nombre de distribución no degenerada 
p do ia forma cuadrática Q (0 os igual a Û, 0 Меп 
5 fola disuribución normal bidimensional se denomina degenerada 


СД 


. У 
ти. 20. Densidad de la distribución normal bidimensional no degenerada 


2. Si un vector aleatorio È tiene distribución normal no dogonorada 
эп densidad / (5) = / (л, za) es Igual a 


a” 
x[ (m—m)* — 2p(z, =н" 4 fne 1. 


donde dot С = eneg — ela oto (1 sso la ig, 20) 
El significado de las адай, EES ا‎ 


б 04 Y p ee el шеме: 
„= dim Di Led, ® Mole Mo мы 


eMe ina 


4 cooficionte de correlación de los componentes E y Ea. 
]r-I arx rp IT 
mensional no degenerado em la forma 


П баны асн 
аут" = 

4 Hilton mop 
2а е“ ы 


% 


dendo Q- (1 es la forma cuadrática versa, e) sn los elementos 
de la mati са, 
Les. densidades marginales de la бана ан 


„з. 


n 
huey“ è 

La densidad condicional de la distribución del componente Ey 

a condición de que E = e, es 8 


neun e sitos | 
-mgt ani): 
ome ei 


м 
M (fi motam) ion. 


La densidad de una distribución normal no degenerada conserva 
su valor constanto on las elipses 


E "in ins detiene) ү басан? as 


Deseos el dades iguales, send Los 
Ый Мыне P e o ыр иог de 
SUB Ia distribución normal bidimensional os dogonerada, onton- 


он. Cuando el rango de Ja Топта cuadrática 0 (н. 1) өө mul 
n queda creeme on el ponia m = (P A 
Pamei 

SI ol rango de la forma cundrática О (i, fı) os igual a la unidad, la 

atribución Somat a et i mde ы 
prebende 

donde t y t recorren una recta tendida en el propio vector de la matriz 
+ que corrisponde al val " 

AA Digridución normal vhltilimcelonal, 4. Un sector aloa- 
esee ois ene distribución normal оова 
RA EE 


SEDIT. 
———— n 
шенә р imos сыйын 


vector m = (m, - 
Siguiente: 


mo (ny < o ту = OM s ME) = MS 


£m leap i p= TTD OM m — m. i 0 = 
m arr a d aet aeai / 
"let C 2 0, entonces С se denomina matriz de precisión. 

2. Si un vector aleatorio E tiene distribución normal no de- 
generada, su densidad de distribución Y (s) = / (i. . °. zy) e$ 


forage m [eren]. 


ETE 


„ы. ime -. Ыы). De acuerdo enn 
tal partición dal Viclor обо м I verae de esperan: 
таз matomáticas m como т) = (rie ce тїт? = gre чыты, 
con la particularidad де que тї) = MEUS, 1 = 4, 2 y la matriz do 
Sovarlacióu C puede representarse en la Torme 


em (fv Cn) 


respectivamente, 
vx ny 
Ci M он) (Eh — юу, 

La distribución marginal del vector EC) es normal con el vector 
ide esparanzas matemáticas mi? y la matriz de, covarlación Су, 
jentas que la densidad de distribución correspondiente, а condici 

quo det yy y 0, tiene por expresión 
i 


Y Ray det суу 


dondo Cu Су, С, 
бхз 


fü ey x» (Ft 


mom Gb eth ту}. 
ncn Meer 
Si un vector aleatorio E = En) tiene distribución pat 


ee 
no degenerado, Ja densidad condicional de distribución JO) (OIGO m 
= 000) del vector 80), a condición de que EX = af, es igual a 


fenem a ig v^ Eren} ЕИ xc 


ыссы eban}, 
donde 1) n СС (09m), siendo 
Maa] m mh Cu Cad (at ty 
MGV màn (E — тазе — e = Cui —СыС Си. 


3. Si un vector aleatorio 2 = (Ey... E) tiono distribución nor- 
mal degenorada y la matriz de covarlación C es de rango r, 0 < r < k, 
entonces existen la matriz k X F rectangular В tal que C = Вне y el 
vector aloatorio r-dimensional E, con una esperanza matemática aula 
Y una matriz covariacional unidad tales que E — m + Бу 


но 


4. La distribución normal multidimensional es, a la par con la 
distribución woidimencional. una de las distribuciones principales do 
оо de probabilidades y de la estadística matemática, 1o que, 
ante todo, está relacionado con el teoroma dol limite cont 

6.4.5: Distribución de Dirichlet, 1. Un vector aleatorio 5 = 


= фи > Èa) Hene distribución de Dirichlet con el vector paramé 
trico a = (ag, «<, aJ, a, > 0,1 = F, E, Si 


rv м у „з, 
ПЕЕ EX! MUTO Fg dt ne 
0, oss. 
А 


Xs-6 


donde 5 es un simplex (i— 1)-dimensional: S= |тє P 
29, е). 


à 
a, dome a= Y) итеу 
a 


A A 

Льво de Dirichlot es un análogo multidimonsional 
distribución beta. 

dd Diti майы de, sent Un vector 
Aloat 2 [2072 ju LJ tiono distribución k-dimensional de 
Student (distribución û di, grados. do libertad, con el vector de 
dosplazaralento т y la matriz de precisión 7, si 


рау ds 
Е CHEM Larra] ^. 
r(5) Vea 


dondo T es una matriz simétrica positivamente dolini 
2. Los momentos: MẸ = m; соур= M (Ẹ ~ m) (E — m)® e 


gon, un victor nulo do lua apo- 
ranas; malomblicas y uns matris de corariacin mo degeni 
TAPA mientas que C tiene distribución yde n grades de КАЯ 


entonces el vector E (Ei. <, En). donde ie HÊ ny + ту tiono 


distribución de Student k-dimensional de n grados re libertad, con 

Жо тело amie E Laca distribución da Student * dimensle- 
ael de n grados de Mert, con, vector de desplazamiento m y la 
matriz de precisión 7, entonces la magnitud aleatoria 


tea TR 
tiene distribución Р con k y m grados de libertad. 
а 


6.4.2. Distribución de Wishart. 1. Sea E una matriz k X k simétrica 
o bien (o que ов equivalents) un vector È ČE 1. dimensioni, 
Designemos mediante X una mati у k кайса postivames- 
T st aleatora E ns tribui d destra 
de Ada do'n do de trad m la mat pla T 
ATE 


ut aum 
поо mni dem Po му ау, 
SEES (en) 
a 
donda SOTA a la cade la mat FX, e desir, la mm de ms 


olomentos diagonales. 
2. Función característica. Soa £ una matriz simétrica del tipo 


2s ha << 


в 


La función característica de la distribución do Wishart so dotor- 
mina on el conjunto de matrices simétricas del tipo (4.1): 


ul 


ct 


3. Soan LO, 50), ... EC) unos vectores independientes Igual- 
теш УАР con aspirinas matemáticas mulas y una muli do 


covariaión no degenorada C. La matriz aleatoria Ẹ = $) 80 (De 
4 
епо distribución do Wishart de n grados de libertad con la matriz 


. Delinieión. Una función de distribución n (x) se denomina 
pura cualosquiera а, > 0, өр > 0, bi В reos s0 encontra- 


F (az + bı) e F (asz + b) = F (az + bha 64 

ido 4 es 1a operación de convolución. 
donde, +07) el la función caracteristica de una distribución establo, 
entonces para cualesquiera а, > 0 y ву > 0 s0 encontrarán b y a > Û 
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tales quo. 


La importancia do las distribuciones estables está relacionada con el 


lido siguiente. 
Te Teorema, Sean Ep, з... En unas magnitudes aleatorias Indepen- 


dientes igualmente distribuidas y 


12 
E Y oem 62) 
>л 
donde pa > a ton clarias constantes тегпайилан y centran, 
теретана 
Т“ 8 a Juet de tración de las magnitudes altera a, 
entonces "las. distribuciones Hmites para Fa (2), cuando n= oo, las 
Pueden comu solamente Gltribuciones “sables, 
Y vieeersa para toda distribución estable F (5) este una sucesión 
qe endo aeris de Upo a que Fn (E) conto hacia 
Do aqui, en particular, proviene que las distribuciones establos 
Т-А ia 
33-2. Caracterización de las distribuciones establo. 
"Teorema. Para que la función de distribución q (1) зе estable, es 
reri y ritiene que oor de en furem erario $ (0 
та le forma 


— 10y ot o m 


dordea, B, ү, c son constantes con la particularidad de que —А < B< 1, 
[DI 


- 


las distribuci estables Índico característico a > 0 
som continuas y sus densidades en cado punto tenen derivadas de 


Е s 
(55 to deduce que la densidad de probabili 
PERAL 0 40 рт 


lo una distri- 


[D { "resp (ni— 


~e (14 тг 


Las densidades de las distribuciones estables no so expresan on térmi- 
os de Jas funciones elementales, a excepción de los siguientes casos. 


ма 


۵)} вә 


A Una distribución normal es establo. su el índice característi- 
cou 
MC distri de Cauchy es estable, si el índice caracteris- 
3. Una distribución con la densidad 


o 
i [s d 
0 250 


изии. loli caco ас $. 
ai 4. Una HOME: degenerada es estable con el índice caracto- 
ue 
Para la densidad f (z; œ, B, y, с) de una distribución establo con 
ce > On Tonon Tur lr ad i "n 2 


Н n 
DU 
(рне) ae 
(6.9) 
Por consiguiente, sin disminuir la genoralidad de razonamientos pode- 
mon considerar que y = 0, е = 1. St (8, а, D) = (а, B,0, Dr 
оошсо 
16a ф) = 1 (mz, а, =f. бл) 
6.5.3. Desarrollos asintóticos. Si Р(х) es una distribución estable. 
con el indice característico a, entoncos existe la constante <, >O 


tal que 
Mm РОР ae 6® 
Tode loy qtabla con el indien característico = (0 а < 2 tane 
momentos absolutos finitos de cualquier orden р (O <p <a 
Son, (ес. B) una densidad. distribución establo, 
Si о<а< 1 y x >0, tenemos. 


Jia = 
(oet [La +] EUREN s-an, وی‎ 


En el caso de que а > 1, la serio en ol segundo miembro de (5.9) divorgo. 
Si os que 1 < a < 2. £ > 0, entonces 


ت ا 


Inah y a-( 


din a, = à En ES 


iet )izts) вао 
Cuando а < 1, la serie en el segundo miembro do (5.9) diverge. 
m 


Si а = 4, z > 0, entonces para todo N tenemos. 


Na, 


dondo tato [eto (riti 101) 
і 


[D 


Capitulo 7 
FLUCTUACIONES ALEATORIAS 


7.4, Procesos de regeneración 
7.1.1. Definición. Teoremas fundamentales, Las sumas sucesivas 


em S n лд: дае 44) 
fan Yin 120 lento (му 


do magnitudes aleatorias independientes no negativos o igualmente 
ists con 1а tunela de distribución Р G) = (PTUS " 
Jos momentos (puntos) de regeneración (conmutación, “aparición 
orto suceso, et) 
Se denomina proceso de regeneración a 
v (O = mx (ud, a2 
deliuida para todo t» 0. Do suerte que 
vin = n II "n 
о, de otra manera, 
vi) Y xt «n. 
Las trayectorias del proceso de ón son ccalonodas, conti 


muss а la derecho y tienen saltos iguales a la unidad en los puntos de 
e proe de рерге v (1), parado en el instanto de tiem- 
po ту distribuido según la Jey exponencial de parámetro 2 (0< + <1), 
Попе distribución geométrica do parámetro / () = Mec: 

TOS аз 


La función generadora del proceso do restablecimiento 


p | чм а  ] 


puedo ser representada. mediante la fórmula 
(m 


мо 


Para los momentos hetorisles 
| etus qas 5 
Miene lugar la fórmula 


ma [9 >л. [2] 
Fn particular, 


мет ema em 


ds oc i 
E IE E krage 
E 


so- S run. 
Lo función де regeneración satisface la ecuación Integral de regeneración 
УЕ | Naaa o) t>. «л» 

Siendo ME < s. el comportamiento asintético de Ja función de 
Sarti 8 dali po la correlación ibid 
22 a 


Teorema. La ecuación de regeneración 


vor orf [TT «ла 


En agua fh acolada en algo те ni Пета en дит. 
eje 10, «bool la única solución U ( que puede ser representada asf: 


vu j TON 9 


Teorema de regeneración, St la distribución de las magnitudes En 
no es aritmética entonces para todos loz h > O se tiene 

Jim UN (e+ N — у= Мм. [X] 
Si, en cambio, los magnitudes Ea Henen distribución aritmética, entonces 
> EJ 


11.48) se verifica para h, miltiples del paso de distribución de by. Se 
conoce una forma equivalente del Teorema de regeneración: 

Teorema (de regeneración nodal). Para lo función p, que en el 
semeje (O, + col es directamente integrablesegán Riemann ӨТ, en el caso 
de una distribución de aritmética de E, ге cumple la correlación 

1 


a em 
* D 
#4 la distribución de у es aritmética de paso d, se cumple la correlación 
"м - 
Jim | анма aN gi Y сала, (45) 
= E 


PIA Uem deme e deii 
Жыра de ГИ cis 
t Lr de Poison cuya función de regeneración es X (0 
fT 

uico Un poo do regeneración cen rel 


А 
Рао | Ur ede  ] 
è 


se denomina proceso do regeneración estacionario. La fnnción de roge- 
oración dl proceso do regeneración estacionario ea N ( = gh 


7.1.2. Complementos, visiones. 1. Si los intervalos entre 1 
momentos de ruguneación do Ea evan la dessidad paormononte 
continua р (0, y Ja función q (0% sup p (2) es Intograblo en el semie 


l0, +00], entonces la función де regen ración N (1) tiene la deriva- 
ыш y ыйыма cias rtl пазе 


TOS 4:20) 


2. Para la distribución no aritmética Р (4 con la varianza finita 
Db e o? < co so cumple la correlación 


t 


Ji tw (0— M] [i f+}. а2) 
ЕЈ Oi + 
З, Para el proceso do regeneración tiono lugar la ley reforzada do 
los grandes nlmaros: 


lim Ivo ta) et. (22) 


4. Si las magnitudes Es tienen distribución estable de parámotro 
2>1, y sí Media = i? (e > 0), ontonces 


азу 
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5. Si las magnitudes t tienen una función característica intogra- 
J) = Me) y f (дф — 1 ~v cs log e, para s— 0, entoncos < 


N~ gg Pm t oe. (20 


б. Sen mas o», una sucesión de magnitudes alentorias indo- 
dientes igualmente distribuidas con Me "à = q (A). El proceso 
ранца cn se de por la soración € 
р 
PEDES (25) 
A 
dondo v (9 os el proceso do regeneración que eo determina por los 
momentos de regeneración = 5) (т > 0) con MER = / (0, 
dol "proceso. 1 de regoneración, 
parado ep sl momento т distribuido торда la loy exponencial de рата: 
Sisto à («c s az 1) Men la forma 


wem m mens e 


y so determina por la correlación 


момо a am 
En particular, cuando M | my | < eo 
мч, (0 = Mna Mo (0; (28) 
cuando My < =, 
т (иа ve (ol (0 My) t. (20 


1.1.3. Los procesos seglodos de regencración sa determinan por 
lee сйс el anti y tiempo de mpera resto 
del momento de regeneración 


тон 120 (20 
el retraso o bien el tiempo pasado desde el momento de regeneración 
Фау 120. (20 

Los procesos y? y yi son reglados a trozos. Entro dos puntos de 
regeneración contiguos Za у Q4, el proceso y? decrece lineslmente 
desto E, hasta coro y el proceso y f croce linealmente de cero hasta Enst- 

La suma ү, fî = Esos es la longitud del intervalo 
entre los mombátos di regeneración contiguos que cubre el pe 


Hemos de notar que la distribución de Exp: по coincide con 
Side s ado (rinse (iQ). O 


7 


A titulo do correlaciones de partida para el studio do los procesos 
roglados de regeneración pueden adoptarse las siguientes correlacionos 


Ximghas >G EA <O; азу 

TELAS AI 020. 039 

La función goneradora conjunta para ү? y vi se da mediante la fórmula 
QU а Мета мото 


ТЕ асмо hl 


Las funciones generadoras de los procesos ruglados de regeneración 
so determinan por las fórmulas "E m 


s Me Me 


Mo Mies [en х= 05 
E 
neu ems چ ده‎ ЕГШ. cam 


A E ненен 
dm Pati pnm E ї ғаш — (un 

Án 
Ша Рок gene p Phet 0 


cuando t recorre una serle natural de números. 


Esrolrio 1. Las distribuciones límites de yi y a para t-> oo 
coiucidon con la distribución del rotardo estaciona 


Ша РО <a а аР) ja- Р) ау. (4.39) 
i 
Corolarlo 2. 
L3 
ртк eng, | reno (140) 


En particular, 
На M rt 28 d4) 


450 


nto ses tombién 
Papeete. алу 


p teens) HF GM dy, entonces 


rca m 


lo quo explica ol carácter extacopario del proces do regeneración con 
el ш estacionario b 


72. Clasificación de los fluctuaciones slesforas 
on una reda 


7.24. Crileelo de reversibilidad. La sucesión de las sumas 


[I [X] 
a 
do magnitudes aleatorias indopendiontes o Igualmente distribuidas 
Con la unción de distribución P (2 0< (0) < 1) determi 
cd magnitudes $ m denoninas pasas alt) de la fluctuación, 
^p» denominan le la fluctuación, 
has auma to фага e polen de actuación ene шд 
n (realizados n paso). 
Зе Mama regeneración de una fluctuación aleatoria 


ación de 
Gn: n> O, la función de intervalos 
к= Y ris. Q2) 
^ 


donde A es un intervalo en la recta real. 
'SUF os una distribución aritmética de paso 4, siempre se supondrá 
que el intervalo А contiene al menos un punto del tipo nd. 
т n (А) < co pr todos 
los Intervalos. 
„>, se Jama irre- 
versis s1 N (I) < on para todos os intervalos foit y es reversible, 
К (A =a so pura toe lo intervalos 
i "fntreduscamos tuna magnitud aleatoris v, que сна el 
зема, de caídas de la fluctuación aleatoria Ch, nz» 0, өп el inter- 


а= хе. es 


Teorema 2. Para una fluetuación aleatoria irreversible el número 
de caidas en codo intervalo finito es finito cen la probabilidad 1, y lo 
espinas malemátc imr de cs ta noo A а vy = 


m 


Рага una fluctuación aleatoria reversible el número de caídas en 
cada intervalo finito es igual al infinito con la probabilidad 1. 

Criterio Че reversibilidad de la fluctuación aleatoria. 

Teorema 3. Una fluctuación aleatoria con los saltos by es те 
Sible, cuando, y sólo cuando, 


4 
ln [n-— maso. en 


e 


los En eto caso, Ay $) ЭД, es un producto escalar de los vectores 


E 
Ay Mg C es ol contr o contiene el origen de coordenadas 
a anian o tei ue ane mver, 

име ài мъ = 0 y MEE 

Une i aci арына 
(como también en 
КЫЗ 

eere 4; Uns fluctuación aleatarls unidimensional on lor ellos 
УА = = «р тте, cuando, y adis cuando, Mia = O. 

7.2.2. Tipos de fluctuaciones al \- Introduzcamos las mag» 
nitudes alcatorias. 


el ospacio euelidiano tridlmonsional 
espacio m-dimensional, euando m >> 3) es Irro» 


"pe кь es 


> 
"=, obion a os, 
son, ovidentemento, Irroversibls. 

Entro las uetinciones aleatorias cscilantes hay tanto rovorsibles 
como irreversible. Por ejemplo, una fluctuación aleatoria con distri 
Баба de Cauchy do Jon saltos de етее y oscilanta: 
ción aleatoria con la distribución establo y аблас 
Porámatro а << 1 os төтөгө y oscilan, 

Las identidades de factortzaión del p. 7.5 nos proporcionan el 
"мөмө criterio para las luetuaciones alediojas que o alojan y ^os 

Teorema O. Para {шг P (up En < =) = Y, et nero y [nt 


que se cumplo la condición 


Xin eo 
= 
Con sito, 
Pom 0 [У 51.0] en 
9 аг" 


ию 


El criterio análogo tiene lugar para las fluctuaciones aleatorias 
que se alejan a oo. 
a noc que siempre 
Stras 
E 
Tor gta ratón, (2%) es también equivalent a una de Js ене, 
poros 


es) 


П 
ж? х0<ә 
25 Я es 


Pomp ka «00 
EA 


73. Funcionales en la fluctuación aleatoria 


7.1. Magnitudes en escalera. Los puntos en escalera superiores 
digan de una fluctuación aleatoria Qe. n2» 0, se determinan por 
Jas correlaciones. 


v? mín (> dite 0) es 

y Pe вл» 
La magnitud slestorin 19° es cl momento de la primera entrada 

dot ocación desir 8 rene Чен игы 


qu esenta on ai la posición de la UT MSN lestoria on el 
rn dde primeam oda e ILL 
ы Пенета aeter U Ka, o c E 


equivalente de modo estocíatieo a 1а fluctuación aleatoria Ep, n> 0, 
Ea puntos o ості superiore rigurosos vi = min (n> {РА 


RA AAA rot aea 


Los procesos de regeneración encajados se interrumpen 
aqúellas fluctuaciones aleatorias que se alejan a —co. La probabili- 
dad de la Interrupción del proceso en un paso finito es igual al defecto 
de la magnitud +? 


ВЕЕ 0-3, Le>0). 


Si P бир}, = oe) = 1, entonces ту es una magnitud aleatoris 
propia y 


exp Y) raso вз 
E 


Corrolaciones análogas tienen lugar para los momentos en escalera 
Interiores rigurosos ^ ый" 


= mín (a> 1:6 < O), i4) 
— * fn 1:0, 0) ва 


Pismo) (afta =0) esp [ — 5 rec] вэ 


E 
cep J) PG rry 


E 
Do este inodo, tonen lugar las correlaciones 


мөзөө[ i 
чер E вно] | 


Existe una alternativa: uno de los momentos en escalera T4 0 т. 


Fe Ga L ] 
an 


магі 
p" = мум. өз 

con la particularidad 3i Mx, < co, entonces 0; ME, < =. 
asedio t. Una бабайда аспе enel coquema de Riso 
so, dignius “mediante oe satos E, 1 gon las probabilidades 


2.1 — p. Cuando p 3, la Mctuación aleatoria d 
Биюш! as aid a cem y Mts = O DE 


— gp. Cuando р < a, la fluctuación se aloja a —eo y Ms. = 


AI AAA 


doris өп el esquema de Bernoulli ез silo y reversible con Mz, = 
732. Funetonales superiores. Las funcionales superiores де un 
E alat Ea e se determinan ad aia БА 


ES 


nos: 


= ma w n>0, b-* өз 
p 
On=min (к: =a), 020, 670. GAM 
m= 229 [I7 
PELLI ) 
Teorema, Tienen lugar ls siguientes correlaciones: 
X ostü-9-e» У Era <O e 
= а 
Y man Y PCa >0: (9.19) 
-^ E 
P), = =P (O, = P Ena m0). вм 
Adems, las magnitudes aleatorias O, (el número del primer mia 
mins P rac "alive de [3 
Aa) son de ipu dire 


Tap 
ji, para todo n, Ja distribución E saltos de E, es continua y ві- 
тшш: F (Ga > 0) = F (a> = Ê, las distribuciones de las 
magnitudes <y, En y 0, no dependen de cómo está distribulda y: 


Y 
A  ] 
Р(т,=л)=. Ы g 


Poman Pise Do Rr (10) 


Con la ayuda de la fórmula de Stir ina el Я 
gud de do Stirling se determina el comporta: 


miento asint (9195 (3404 
Pr) 0) ~ Tz qm 
y 
П 
өе ~ Я Г 
E вл 
La ültima correlación. en sí la ley local de arco seno. En el 


caso general tiene lugar la siguiente ley de arco seno. 
455 


Teorema. Si es convergente la serie 
e-3 [вхо] am 
à 


Jim Р, con) Mim P (vg < en) arcón УХ, (9:20) 


La condición (3.19) se cumple obviamente para las magnitude* 
sortis Ga co hie epe 

суи у-ү үү rc 
MN ERI PCIE 
IT 


Wasi = máx (O, W, -+ En), n> O, 


ra un valor prafijado (o distribución de Woy una sucesión 
Gda je magnitudes qiie рео D ае Wa y una экен 

si las magnitdan aleatorias de ia sucesión Èn, n> 0, son indo- 
pondiontes y estin talmente distribuidas y si, adoma, We = b = 


© 0, entonces los magnitudes aleatorias W, y E, 


- mis Pty tionen 
una pisma distribución. 


4. Problema de arinamieto para ocaciones 
tloatorías semiconfinuas n 


Diferentes situaciones prácticas conducen a los problemas de 
ruinamjento, los cuales en términos de las fluctuaciones aleatorias 
п> 0, se enuncian del modo siguiente. Se tienen ай 
© una superior en el ponto ¥ >> 0 y Ja otra inferior, on el 

> 0); Tm rdg. 


hotarmincmos Jo? momentas de salida de la fluctuación nlento 
ГЫ sento Ty, =] (momentas de arrainn 
de los niveles inferior y superior: 


dd 


Los probabilidades de salida de la fluctuación е 
пэ 0 (probabilidades d arvicamienioy a (тата de Tos vales i 
1 rior se determinan del modo siguiente: 
[UU 
ФР. > z7, Onc. 


+ Таз funclones generadoras de los momentos de arruinamiento 


Briss ML TARA а ol вз 
ВТ (а, i) Mp (22-7, O<n< le ЖА 


Tory s 


63) 


Supongamos que la distribución de valores de los saltos de Ё es 
an ES ава Iferiormente, ei deti, P E> A) = 


Tila pi 
М potencial Uh, э, O} ев el зшде k> de qua Палмеа. 
эмн tu. m> 0, con la función generadora de saltas p (5) se da 
por da corftlación 
ría -2 AR = |р (A. ча) 
La resolvente (Л, (0), k> 0) en el semiejo ka» 0 de una Пис 
tuación aleatoria Gs. > 0, con la fonción generadora de saltos 
тыйы» ыытыы ¥ 
n= X am D= as 
= 
"Teorema. Para lox probubiidades de eruinamiento (42) tiene 
lugar la formula 
Qr mi — 07 0) = RdRp Ore. 4.0) 


Para las funciones generadoras de los momentos de arruínamiento (6.3) 
se verifican las siguientes fórmulas 


Вт (а, у= Ra OY Rr O «n 


1 
MA Y Ha O Re (лү YF 
^ 


40-03 жо un 
А 


Okrasa apa ME 00 pet enden ede e 
АНА eta 
I (iy La <P (iF aO PA: «m 


75. Idenidados do factorización 


Identidades de faetorizaeión principales. Sea дайа una 
sucesión as k> T, de magnitudes aleatorias independientes © igual- 
mente distribuidas cou las función característica q () = Me™. 

Una sucesión de las sumas Qu. n > 0, Ke = O, dofine una fluctua- 
ción aleatoria еп el cjo numérico. 

En la teoría de iluetuaciopes aleatorios un papel importante 
descmpotian las llamadas identidades de factorización para la función 
f ep 2) del tipo 
1 ap 0) = ч, (e Ye A), mA 0, 6n 


donde los factores de factosización pz (z, A) son analiticos en los dami- 
"ios Ма}, > 0 y Im A = ©, siendo continuus y acotados en lus somi- 
planos cerrados Lm > 0 у Vm cec O, respoctivanuente 
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La función $y (z, 3) (8-6, 29) se llama componente. positivo 

(negative) de араан © a 
problema de factorización, es decir, la representación de una 

función caracteristica en la forma (5-1) constituye пиз de las var 

del problema de Cauchy- Riemann cn la teoria de los problemas de 

frontera para funciones analíticas. La identidad de factorización 

principal proviene con facilidad del desarrollo 


mein mer (Y E). 62 
[3 
Teorema 1. Cuando | 24 < 4, Im A = 0, lo función 1 — ap 0) 
puede ser representada en la forma s ۵ 
1 — эф 0) = фу (а, A) Ф (8, 00 фе (2), б.з) 
dende 


паво (Y м > ak) 


= 


venea Ra ye <o}: j ба 
Б 


soe (7X Ario). 
A 
Las funciones qa (s, A) Y g-in A) son, rospoctivamento, Jos 
componentes positivo, de m y satisfacen adici 
falonta i rigulanio condiciones: Y satisfacen adicios 


ify lel I>, туж, mt. 65) 


jeden TRES 
edet ted trat 
Uii mie eos 

Ve e is нше dal mane 


la >>) 
nla (e > 1: <O). ) nid 
Las magnitudes en escalera se determinan por las correlaciones 
раз 
6.7 
ix] wm 
La magnitud т so llama tempo de la primera obtención (entrada) del 
кыш poini 0, Fee) ге 


158 


mnm 


ч}! sempe de la primera obtención del 


баарай eo Gira y (p) Pe Monin primera soma 
шур ибан) o Puno de Esa Gol +) (eo, 0). 
es Sus Ta magnitud ated ту ON 
en aquellas sucesiones de sumas Ea. я> 1, para las cuales С. 
7 18) ln > 0. Delo contrario, cuando < O, suponemos quo t4 = oè. 
"Por anabola, T- os una magnitud Чомо impropia, si P = 
h> 0 29. 


"отепа 2. Cuando | 1 1, Im = 0, se verifies la siguiente 
entidad de factorisación 


ар) (0 —M [ex (s, < ool) 
AMM 08) 
Aqui, la junción qu (5) está definida en (5.4). 
'aterminaremna las magnitudes on eecalere engendradas 
ln пиана aleatoria Ep л> O, medianto les cormlciónos > 
AS a^ 
IS) 
y netar (640) 
"Teorema 3. Cuando |+ | <1, se verifican las (ема абон 


аме et < ja 
= DM eA o at 

ru 
Teo (IM [e mtm (t- < ool). GA 


m 


En este caso 


o tm MO (мз 
24 teoremas 1-3 permiten ы ja una serio de correlaciones 
vera as бигә de fontes de la sucesión de sumas dg. Por. 
Corolario 1. Cuando |: |. 1, tenemos 
m 
exp (Y Rr um o): cto 
A 
[ET < 0) 


swf- мч о). 6 


E 
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Corolario 2. Cuando Im} = 0, lenerios 
Н М (ex (x, < o М (eA, a (бл) 
La distribución del máximo Q = mix 5, dela асти do sun 


Tas 1> 0, se determina también por los Componentes de factorización. 
"eorema 4. S1 p = P (t, < co) — 1, entonces cuando lin A > 0, 


ме (tip) Ме (x, < =, pan 


ТТ 


donde py = P (¢ < œ). b. 
Ja durción атаса de la distribución de máximos T, = 


enla! Ё ае 5ишер- IRE: 


(mp à Xue osi gie 


«onm. (548) 


, Im A>, 


op J an, qas) 
а 
7.5.2. Ejemplos de fórmulas explícitas. Existe una clase de di- 
uii entonces tn am 
"SERO 1 Las diribuciont 
үк Y VÉ у del máximo С = máx C, tionen expresiones analíticas ox- 
lícitas веде Шав eu wo caso importanto para las aplicaciones prácticas 
(en la teoría de los sistomas de servicio, en los problemas de arruinn- 
miento, ete, sabor, en el caso de distribuciones semicontinuas de 
dos valores de saltos, cuando, por ejemplo, la cola derecha do las distri- 
Melones do Jos salio өз «уруш 
1-0 = P E>) Cr C0 520, 10. (6:20) 


Cuando т< 0, la distribución P ( < 1) = Ф (2) es arbitraria. En 
esto caso las magnitudes ¥ y ту son Independientes y 


P (vy < 2) = pem p= P (ty < =). 620 
Adomás, 
ра) =1— peon, {-р=Р = 0). (2% 


Bi existe ME=0, entonces p= P(r < oo) d, poro 
ра) = 1 —ам{ < Гу, en esto caso, > 


SIE sco 62 
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y so verifica la Fórmula de Junel 


“Polaczek 


O) 


FEA A 
mm FL tootin у эе айтшы En ee año po la ий 


pila, 6» 
lg a Jê бшка р: poa do la эмей e (ир = 1. 
e s eee pia e лее GA 
Las fórmulas citadas en el plo quedan en vigor también cuan- 


do el valor de los alts puede ser representado como la diferenci 
mu dos magnitudes alestores independientes во negativas Qo 
Die ez mee туб у PCa ON 
ЖӨ Aqui, para 2 > Y tenemos. 


тш=р<ял=!—-сс=, Cm | өтер. бар 


y cundo #< 0, 
a f ceran em 
En osto caso la magnitud on escalera yè ере la densidad: 
ЕТРУРИЯ 
Tesiltodos anik lugar poca las distribuciones ev rett- 
culo con distubución geométrica de los valor postver: 
PESCI E>, 620, kat 2, em 


уе шр i 
rs EET n нымы e pat 
TINTA. үүт 


памен rete (629) 


lestonces lns expresiones explicitas para los factores de fcteritación 
$265 с Оны 3] s determinan ирин as Fórmulas (pra 
ae 


distri 


dol 
se | 
(c) em 
ee } 
2u (=e +¥ FFF) бз) 


ss “ 


Del teorema 2 provienen las expresiones para funciones generado- 
ras de los momentos en escalera: xe ы == 


мий < E 
x) Ex 
Mete = HÊ. 


Cuando ^ < a, el defecto de la magnitud aleatoria ту es igual a 


pupa s Uma Muetuación aleatoria binomial, se determina 
por ha distribución binomial del valore los saltor: P fa m pe 
Pü = —1) mq pce g = 1, p G) = Me = pe f 
е АБАД a dolerminam gin 1 
DIE ] 
СЕТЕ 
u, ИИ Dites, 
= (= A 
тюр e Y Tp 630 
7.5.8. unglonales de frontera. Las funcionales de frontera supe- 
dires би uma, locación aleatoria Ex, nz? O, relacionades con a 
ada al nivel positivo, se determinan dol modo siguiente: 
T do е la primera legado al nive positivo 2e Uc 
sm mía (ko 1: a 
EI valor del primer anticipo respecto al nivel positivo s > U: 
det س‎ бз) 


Teorema û. Cuando |s} <, Im >, Im >U, se tiene 
=» { ч, Я 
جد‎ f ع‎ E. am 


En este caso Tye = тү, Ves 


Si la función caracteristica y Û) = Me?! del valer de los saltos 
es analítica on cierta banda Ae im } Oy S A, omon 
ces tiene lugar la identidad de Wald para z > 1. 

Pe A, 


donde 2. (e) es la raz mayor do la ecuación. 
= sf (A (9) =0. (5.44) 


La identidad de Wald subsiste en una situción más general para 
+8 mitto de Sada de la ciel енна e. rs б del Bia 


valo finito (a, D): т} mín (x m 2)) y para la posición 
del punto en el momento de salida Cyg en la siguiente fora: 
EN 
Mort. 9 


Ема Identidad se utiliza on el análisis sucesivo para estimar Jn distri 
nein de i 


rent emet trim e ct qe 
IE EE A NECEM 
RUNI EUIS 


Pina n< o) = nt [7] 
+ en el eno de reticle, 
P (ya kit, < oo) = qh, (643) 
De la identidad do Wald (5.40) e deduce 
моол Ê nne , [27 


el caso do retículo, 


мро оа ET m 


Como corolario, de las fórmulas (5.44), (5.45) se dosprendo; 


A) 
y en el caso de retículo, 


PE Р = 9+ 


Aquí, pn (=A Pa <>) es la densidad de 


эша para 250, 
Т Pina "lucinasión aleatoria senicontinns св retieulo con 
a=, cs decir, con Pê >> 1) =0 tenemos 
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Capitulo в 
CADENAS DE MARKOV 


B4. Definiciones, Propiedades generales 


4.4. Delinición de la cadena de Márkov. Una de las gencrali- 
taciones más importantes dol concepto de sucesión de las magnitudes 
Aleatorias independientes es la noción de sucesión de las magnitudes 
asccladas on la cadena de Márkoy. 

Sea dado el espacio probabilístico (0, 3, 
medible E (à, B) = (X; €), donde (X, 8) өз cierto espacio medi- 
ble, se Ilama clemento aleatorio en (X, $). 

a sucesión (Ep, п = O, 1, 2. .. ) de elementos aleatorios 
espacio medible (V, 8) se denomina cadena de Márkov, 
calquera PES y a= i, 2, 

in 


[I 1 ur +< Ba) = P (Ba € Menah 


E espacio (X, 5) leva el nombro de espacio lásico de la cadena, 
"Toda sucesión de los elementos (aleatorias о no aleatorios) 
(By, n= Û, 4, . .) del espacio (X, 8) puede considerarse como ol 
movimiento de cierto sistema (do ua punto о do una partícula) en 
io (sco: del estado inicial E, en el memento de tiempo 1 el 

sistema pasa al estado &,. luego, en cl momento de Поаро 2, al estado 
Ea, ete. De esto modo, el concepto de cadena de Markov destaca en la 
dta ud de loda elase do sistemas móviles los así llamados sistemas. 
sin electo: residual o sistemas sin memoria. En el caso determinista 
etos son aquellos sistemas, para lcs cuales el cstado en el momento 
de por el estado de dicho sistemu 


P 
p 
виро 1. Una sucesión de los elementos aleatorios indepen- 
dientes (Ens п = O, 1, 2, > >) oa uma адста do Mirkov, ya que 
PvE Pl fies fni) n En) =P (en ET). 
esmero 2. Flactuaelones aleatorias, Sean X un grupo conmu- 
tativa “aditivo y ®, corta осі дева de los subconjuntos X, concor- 
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¿nda con la operación do adición en 
"Pr (ed от ет) 


тет... Bea = P na T ETT A. 
La eadona de esta indole se denomina fletoselón aleatoria on X. 
Зе, por ejemplo: X woa totalidad de todos los vectores del espaci 
ема нь m- dimensional A" cuyas coordenadas en certa aso fijada 
Peers ay son de valoros entras, y sea B in о река do todos 
їс do X Si los vectors aleatorios my, түс 7. con sa 
шө a X yon Independents y sn igu monie iain 
дине б (у = ы ез р ий 
e аси мор por vo rico de valores anioros on т. 


Aquí, ne ox un vector aleatorio arbitrario que по depende de la sucesión 
Ins. mr удо tome sus valores en X. En particular, si 
dos vectores ny, k = 1, 2,77, 2 tomen los valores ey Efa» + -s Etm 


con la probabilidad 3 para cada uno do ellos, entonces da fIuctua- 


ción se efectúa de un modo tal que una partícula (un sistema) durante. 
la unidad de tiempo pasa, con iguales probahilidades, del punto dado 
a, no de Jos puntos contiguos (contiguos respecto del punto z € X 
хе Maman los puntos del tipo ztei z tas. > ., ze). Tol fluctuación 
imétrica más simple por un retículo do valora 


Muctpación aleatoria so obtendrá, 
X = Rm, NE ет una ardlgebra de los subconjuntos bari 
T As t duin vectores aleatorios Tndependiones on Лт 
йет алдо 
pio 3 Fluctoselones alesorias com fronteras a) Suponga. 
amos de muevo quo X es un grupo conmutativo aditivo y la о-ө 
Че los subconjuntos X concordada con la operación de adición en X 
бше el ejemplo 2. aree conjunto arbitrio D € desparemee 
medianto р fa traza de la о-Момэ ® en el conjunto D. es dei 


lama fluctu 
enteros en Jin. 
Ouro ejumplo 


T QD, ТЕЧ. Supongamos quo 
está dada la aplicación mediblo 
n anto que para ciorto subconjun- 


(0%, Son (D, Y). 
hei кайдын Hints es (Т, S]. Y oo We um elemento 
pondientes e igualmen vidas en (X, 8), y sen чу un olement 
Жонопо en (0, ^») que no depende de la sucesión Pn. n= 
Hagamos оне у= (o) (6) bs pr Ea LS арх 
X (u F natal 9 Ea Fans) Xxs p Ea H Meal nm 1,2 0 0 
donde ду (+) es el indicador del conjunto Te X, ex decir, una fun 
ción igual a la unidad рага ET, е igual a coro para z Ё Г, En esto 


Sucesión (ên. лее 0, 4, 2...) forma una cadena de Матт 
фе on б, бү, Tamada tución let Sa E 
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iento de una partícula on esta fluctuación puede describirse 
miente. S en cierto momento de Lempo la partícula ha 
aide еп un punto + € D' entonces en ei siguiente instanto esalta 
Al ponto Y (a) € D, Si em momento de оро n a maf Ba 1 
= ED N D^, estonces en el momento de tiempo п + 1 la partiou- 
i i pnto 2 xy. a condición de que т + ths € D; de lo 
particula pasara al punto © (7 + з). 
'onsideromos algunos casos particulares do este modelo. Supon- 
gamos que Х es uu tículo de valores eatoros on una recta, D es el 
Conjunto de todos los númoros enteros no negatives, D' es un conjunto 
vacio, р (2) = 0 para todos los £ € X S D y i NI 
Ja Sucesión de magnitudes aleatorias idopefdientes хайд 
“distribuidas, cada una de las cualos con la probabilidad -+ toma los 


Ag Mato чл, ы qu alto so 
Toe айты неш do acción ы А>], 
ete к TIA E dir de sia 
cmo md, asi ao io ут e m 
2 Armado mm D D daaar lla und 
de lito Manda ctas тыз spl con pantalla тарат de 
manie en ol ceros Con tal ips de Пес en todos os puntas 
ES Wla vates actuante port igual qe a [cai ai 
Siro val atu, e dete de aai paa a eue e os pei 


Уа — t con la probabilidad 2. , M llegar al punto x = 0, la partícula 


odo sencontraree єн énta шр tiempo aleatorio que tiene distri 


о био э 
"i fcio saldrá de Gto Baciendo un paso in y ird al 
f En todos los demás pentes (z > U el comportamiento 


Y ejemplo, a 
eta todas 


ago 9t 


fiuctuación alea 


multidi- 
X — н", B cs una gl- 
Kebra de los subconjuntos borelianos de Л”; e, €, . . ., ey ев una baso 
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Mijade on 10%, Desigcsromos modionte 21 18 ia coordenada del 
Vector Є HP, de suerte que z = Ў slo, Pongamos D(z: € PP 
& 


>), 0(2) = za + У) st para tolo = € RIND, D' = Y 


es un conjunto vacio. Supongamos, además, que están dados una 
sine dcos testo einen datb 
er pe sie ird n.i. у п vector aleatorio n, ED, по 
Sependiansa O dicha sucesión: Èa esto caso, м pe 


Vene Ein En) o ace ma 
ES Grenier gm, y ense) =0, 4, 2, 


lo sucesión (en, "= O, 1, 2...) representa en sí una cadona de 
К Uer opaco [D 6,3: Est et uh айайт de Пока 
ie reflexión s fecti segun la ley do reflexión 
т el hiperplano 41 = O. 
repo, commwtativo adiuvo con o-flgobra, 
Чин el conjunto dado De € 9 y la suco- 
y de elementos aleatorio Intependientos on 
la nuova sucesión. (ыл д 
por de Kamal Ba Mes Enes = Bato, n) + Ga + Mta) X 
Z tæp, Gah n= U, 1 2, «ss Esta sucesión forma una cadena 
de ^ (X, Y). Sv Iama fluetuaclón aleatoria con absorción 
en el conjunto бу: Con û ana particula, quo en cierto 
шө ә € 0, еп el momento 
йз, ny. S la rerum 
"s ЖОЙАТ 
pic co probabilidades variables. 
X wma totalidad de todos los mámeros no negativos y enteros, 
ө о-МеМа de lodos los subenoguntes de X. Lus punton ЄХ 
iterpretacdn, como el estado de cierto sistema, Supongamos quo 

los momentos de tempo б, 3, 2 °. tse sistema cambia eus esta 
Че una manera (al que coconirándiso en el momento de tiempo n en. 

l osado т> 0, en el Чо tiempo 5-1 едка uno de 1 
jos z 1, 2,2. 3 con las probabilidades ey. rer Po, respectiva 

£ O, el paso es silo posible а 
es ra J p, Tespectivacuenlo т» + py = 
Mos! pasos indicados se realizan û vl 
oondlentonente e el sentido tónico. 
sisteme hasta cl momento n. Esto 


Par ET) Bu 


Eu ciens palabras, Ja sucesión fèn, n ee 0, 1, 
па de Markov que se llamará fluctuación m 


407 


fijarse el espacio, probabilístico (0, &, Pi y las magnitudes aloatorias 
Eon Ep Eas- definidos eu Q "modo que se cumplan todas las 
condiciones impuestas sohre Èn. Más abajo seri do oi teorema 
oral (vénse el teorema 2) que muestra en particular, que la sucesión 
паб 2, ue determina una fluctuación más simple 
babilidades Variables, puede sec dada en cierto espacio proba- 


EJEMPLO s. Sistemas de servicio de masas. Examinomos cierto 
ma de Servicio que cuenta con ry puestos de servicio. Supongamos 
quien momentos aloatoios de tempo (de valoros enteron) Hegan al 
ота demandes de servicio Jas cuales ompiozan a atenderse inmo- 
diatamente, si hay puestos libres. En el caso do ausencia de puestos 
libres los pedidos recibidos forman cola. Cada demanda se atiende 
durante cierto tiempo aleatorio, después de lo cnal abandona de inmo- 


iato el sistema. Supongamos que ко han cumplido las sigulentor соп 
diciones: 
Y 


ойо momento de tiempo puede Hear con la probabi 


demna e sevi, in Дориан dei 

recibidos hasta el. momento ad 

он cloris demanda es algmlida en el momento de tlompo n, 

ontoneos con la probabilidad g su servicio puede darse por terminado 

ЖОО momento de tiempo a- 1, ipdopeiieniemienta de contidad de 

po emmsuintdo рага ei servicio hasta esta último momento; 

ЧУ ol servicio e cada ошо de m puestos, na depende, de 

on o puestas restantes y, además, tompoco depende del flujo 

dee ramos mediate E, ol mío 
mos mediante E, ol núme 

sistema dado do servicio en el imomienta de петро a (cla 

queso atiendan y ns que o 

d'una cadena de Måren 


P (timi ln Си а е 
РСЦ qi ar 

Piin m К) = pd 
Observemos quo СВР! = 0, de suerte quo P (4, = MEn = 0) = 


-0,1,2 


аео, 
Р ат == P a = Op 
Y, por tin, cundo k > m. 


Pins mi fiam m= СЦ т 
pO qt Agm. у=0.14,2,...,т. 
Pnn mt 1" 
Ез todos ostos casos, siendo r > f, tenemos 


P faga = К, A) 
Si m = 4, es docir, si en el sistema hay un solo puesto 
servicio, la cadena Ey. n = 0, f, 2, .. .) colncide con la dol 
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plo 4, para la cuota 
A ASI A ре 
8.1.2, Criterios para distinguir las cadenas de Márkov. Sea dada la 
sucesion jen ge 01, 2 ++] de elementos aleatorios on e) espacio 
medible (X; 3 (el espacio. pti O. Т) s садот Hier 
doy. Designemos mediante S, la g-álgobra minima de sucosos, res- 
¡bles s elementos aleatorios Es, Es. ; Ënr 
y me v leehra minima de sucesos, respecto а lo cual san 
medibles los elomentos aleatorios Ea: +. -> =» En otras palabras. 
in es la o-álgebra. de todos los sucesos relacionados con la evolución. 
Wa sucesión hasta el momento n inclusivo, en tanto qun Jn es la 
rlgebra de todos los sucesos relacionados con la evolución de la 
еш subs ЗЫ ament .Toclusendo el potio momento de 
iompo n. Ta o-ilgebra f, s0 genera por los sucesos 
m dis os ke qr по ose PE S^ посетама la ЧЇ 
Ya R^ se genera р йш € T. cuando KS» n.T € 8. 
La definleióm do la cadena. de МОУ миса, de osta modo 
que para todos los n — 0, 1,2, ..- y T E3, con la probabilidad 1, 


[o 

P (Eua € PASS) = P Gua CPI 
Леона 1. Sea En, n= 0, 4.20 

aleatorias en eÙ paci etit O: 8), 1 

ма 

j 8 la es B, 

con la irebabtltdad 3. tenemos” 
P (ntm CET) Р flam CHLN 


су paro cualesquiera A Ceci, BW (4.2, <. J, ent 
„Шы i. omes 4 en PEN 
P (4 DIE) - P (4 
D) pare toda magmind aleatoria acotada Ve*t-medtble ч, con la 
рай 1, телее 


ила sucesión de elementos. 
afirmaciones à seguir von 


en una endena de Мато 
ers 


= M (ta 


presen 
we Anel cs sel futuros 


LON FET 
probabilidad 1, Tenemos са 


вета) MAP, EM 


ма correlarión Meva ol nombre de ecuación de Chapman — Kolno- 
w y «s. de hecho, el corolario de la fórmula para la probabilidad 
Total y de la propiedad markovinpa. 
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Esamipemes la probabilidad condicional р СП, 0 
EXER FER, Para m T лави кн 
Жыт suda OBERE Epl 
SR onde afirmar que pora. лут fijador la foci РС, СТЫ 
Sori la medida en. 

En efecto, dels propiedades de ls probabilidades condicionales 
зо deduco quo para toda sucesión (Ly. 7 = 1, 2...) de conjuntos 
ш ГЫ Ара e com a probabilidad 1, eo cumple 


Ho Üa- Š reer. 


Con alo. conto de aquellos p Jos cuales osta igualdad 
SE velia, depinde de la PME ce Para otma 
Solin ono cordon ЁЗ КЖ són por iae 
Es podemos эй qua para a гыйы com 
O e id e EN 

Né еши, та vanis cams tal afiuación resulta sor usta. 
A sabor, ai X оз we. ааст separable тео completo y Wes la 
ceiba odo cabrio Valor de V, nemen xisto una 
cin, Für inr De dem f Xo DES, Ml que para 
cualesquiera k, в y E, con la probabilidad i, 

Pi ETRY = Реп 

Y en eate caso Р т, Г es -medible para A. + ados eu 
dra indo ne Р e ne T) eS ama medi prob 
аб da vidal quo poro ba а ba dece Pla, n D) 
P hnde le ls «indicador del conjunto Т. 

i para lo cadea dada (bn n= O, 1. 2,» } en el espacio 
ac, (шей Ра р rito? e denomina ушШ 

paso. а taninos Че las probabilidades de paso ln ecuación de 
Chapman = Kolmogirov puodo ser cra a. 


PO De f Рт, o, m, D) P Use m, di. 


igualdad so cumple con la probabilidad 1. En muchos casos 
"е una ашы mis fuer 


Pl °-} Po, ons F) P (h, tme di) 


а todos los 0 k Ст < n, z € X, ГЕЗ, la cual se Mama tom 


Ма ecuación do Chapman К; у para las probabilidades de 
paso. La Probabilidad, do pemo E, а Тн Eod 
Soo wo probabilidad condicional Р (a € D, т, 


HE Ze XN TA pd 
E euas - Kolngirov sin que е 
cesión sea una cadona de Mirkov. os же 
EPLO è. En una uma hay custro bolas. numeradas con 
cifras do 1 hasta d. Tar dns bola do a ura, e pota ol mb 
то y feta se retorna a Ta uma. Supongamos que esta labor dura tanto 
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tiempo como se quiera. Designaremos con n el número de 1а bola 
Sacada ai realizar el wésimo paso. Supongamos que рага} = 1, 2, 3 
ST símbolo AS" significa un suceso consistente en due э Jj 0 bion 
=: Pongamos мел m = d.d r Té a engin 
so realizó o no el suceso Д)". Entonces, рага л, ža, ту, cada uno de 
Tos cuales es igual а 0, o bien a 1, tenemos 


Pesna tantang, «>= 
Por esta razón, para k < m < n tenemos 


drm mn mai) P Enma) 

HP sm zin 1) Ps msn) 
өӊ decir, en ol caso dado la ecuación de Chapman — Kolme v para. 
ТЫНА owdieiosales quoda cmaplida, Sia embargo, 

Ротова мна мыт), те, 2, 
у, por ollo, Ja sucesión (En, п = t. 2, . . 1 по оз cadena do Márkov 
de DA: Conte aude de йй ón a probabilidad 
paso. Sos (E. Wi cierto espacio medible. Supongamos que para 
кн ze X. Ге ® y 1s л enteros de lal indole quo OLA ст. 
чш dada una Tanción muumécica P (kx, ^, 
"icones: 
edible para k, ^. Г fijados. 
x е (гу за, br ^t n or: 
o) para todos los 1 mener dor 
м correlación s M 
Ps m y= f Р, в mdp Pts u, n, D. 
i 


So pregunta si existo o no en cierto espacio probabilistico (Q.V, P) 
je ia do Mirov (bo. n = бу 4, 2, ce para la con (ks. vi FY 
socia la probabilidad J paso, e docir, con Ja probabilidad f ac vori 
pun 

P (ky € PRs TE н 0 


A она pregunta nos responde el siguiente teorema, 
"toten 2. Bi la función P (Ву zsm, T) satisface Ine condiciones 


a)-—6), entonces eriste un espacio probabilístico (0, $, Pi y una sucesión 
2 ci) de elementos aleatorios pertenecientes a (X, $) 
sucesión (En. т = O, 4, 2, ч una cadena de Макоо 

con la probabilidad de paso P (k, З, n. 


EN espacio probabilístico citado en el teorema 2 puede ser cons- 
úruido do la namero siguiente. Hagamos Q = X, B = Gu. Ено 
Significa que los elements del conjunto Q son toda una serio de sueo- 
siones dal upo өте e. q o donde y € Xen l ее 
minima de los subconjuntos <F que contieno todos los conjuntos del 


К 
ai PII <s n E из 
n €B cualesquiera, 


vinen 


ума m= O, 1, 2 


т 


Ahora, sea yı una, medida probabilistic: 
joxjentos de tipo (2) бева» una faci 
P(o: s Pos Ti ccs ra ET) 


[re] ҮП ej LET 
Жык! 1 


itraria en $. En los 
numérica P mediante 


x 


x È Pint, за, m, drn) 


Esta función se prolonga hasta 


probapilstico P 


medible (Q, A). Pongamos, 


микоз, 
Т) te la probabilidad de pato. 
li distribución pe. Mamada distribución ini 


Ys суым que según la función P (А, x, m, E) la cadena de 
моз puedo ser coustruida de manera со univoca: hay arbitrariedad 
en la olteción del espacio probabilistico y de la distribución ini 
Sin embargo, si para dos cadenas on un mismo espacio fisico 
ыл 0, 20979) dada en el espacio probabilístico (О, jj, P) 
OE 2e dada enel ерле, probabilistico (0^ 9 Y^ 
incldon les probabilidades do pasó y las distribuciones iniciales. 
tone tales denas te denominan еуен св equivalentes en e 
Ttido de quo para cualesquiera n «0. 1, 2, 97. y el Juego arbitro- 
Tio (Fr, = O. 1,2, =» n] de conjuntos medible del espacio físico. 
rosulta'cumplida'la iguaida 


P (Bo € Fo. Ba € Pe «<, „е = P IET 
[I1 
fica que la cadena de Márkoy en el sentido indicado so dotor- 


ina vnivocamente: mediante sa probabilidad de poso y la distribu: 
ción inicial 


коныс Pre ГУ qii to În probabilidad 1 para A 
БЕБУ CES 3 
Pimple Ри» (AP S PARS] (recordemos quo бу e la ойе 


ЖД AE SR pretia da probabilia ren 
a ondicón de que & = z. En particular, la probabilidad de paio 


de la cadena so determina en términos de las medidas Pa, según la 
Tórmula 


Pik ж, п. D= Pa SET, оскен тєХ, PEN 
m 


А voces, por cadena de Márkov se entiendo la siguiente totalidad 
PES 
opaco medio ко, ау 
ШЕН 0 1 2.) de E 
dus medibles para todo т, del espacio (0, ў) en cl espacio edible 
= 3) la familia de las medidas probabilisticas Py, (k son números 
ctas mo meris z ОО, dadas on Ms cles decis A 
S cumplida las dientes condisiones 
Те, CEEE, TED, 1а función 
Т) es "S-medibi, 


©) para cualesquiera z € X, O«c k < n y T € % se tiene 


Pra ien EMT, fina EN) 
con la Pasprobabilidad igual а, 

Ша de МБУ бш дада га el sentido de osta dolini 
ДУ. sl ponor раг cualquier medida ыйа у, d 


ww- И) вш), ACGA, к=0,1,2,..., 


oblendremos la wucesión Ea. һы... . do elementos aleatorios 
en (X, 99), profizada cu el espacio probabilístico (0, 3%, PP) qu 
forma uaa cedoaa do Miskov en el sentido do la definición: lada al 
incipio 
PA до, fa cadena de Márkov on el sentido de la última 
definición os toda una familia do cadenas de Márkov (on ої sentido 
de la primer, definición) que sieben enalenzor en «| momento de 
Dd Р ep sl punto л. 
АЕТ i), so dono- 
mina probabilidad de, a cadem 
Pe donas qe Miror ed аца de la dump deinición) 


Ja condíci 


valontes, construimos las cadens 
mora dofínición con la distribución inicial y el momento inici 
les, (stas serán estocásticas шр 

Observemos quo segün la función Р (k, z, n, T), que satislace 
las condiciones del teorema 2, siempre podemos construir uma cadena 
do Márkov eu el sentido de la Mima dei 


8.2. Codenas homogéneas de Márkov 
8.2.1. Definición de la cadena де Márkoy. Soa dado 
ol өре probabilistico (Q, A, р). Uns, cadena de Мау (ы 
1.2, ...) өп el espacio dico X B) con la probabilidad 
do paso Р G ч, ж T) sa llama homogénea, si P (k, z, n, T) es una 
аба de r6 X, TER y n. басе < n. Desgnemos con 
Рп. z, T), п > ©, £ € X. ГЕЗ, па función para ja cual 
P (k, z, п, Y) P(n — &, Г). 
Cuando п = 0, será natural hacer Р (0, т, Г) = Xp (2). La función 
P (m, т, T) во denomina probabilidad de paso de la cadena bomogé- 


пз 


тоа. Do acuordo con el p. 8.14, olla satislaco las condiciones: 
ar la función Р. т, T) es Somedible rara т y Го, n = 


EI 


рак, -j P(n—m. у. T) (Pm—k, м, бу). 


ноз on todo lugar quo la probabilidad do paso 
mea do Márkov satistace las condiciones a), b) 
У la condición sigulente, algo más fuerte que c": 

e) para cualesquiera m > 0, п> 0, ¥ € X y PEN queda c 
plida la correlación 


Pima zs п-) Pos x, dy) Р, у, Г}, 


amada ecuación de Chopmon--Kolmogóno 

Hagamos Ple D m P cr Ea irin P (e. Ту ae Mama 
probabilidad de puso por 1 paio. De la Sewaexin de Chopman-- Rol. 
тоат se deduce que Ta probabilidad de paso por » pasos, ean 08, 
ia función Р, (л, а, Т), so expresa on términos de P (s. 1) con ayuda 
үтү 


Pin zs э} P (n, y, T) P (2, di) 


=f urns Ш. nmt, 2, e 


Por eso, conociendo la distribución inicial p, de la cadena homogdnen 
в docir, Ja medida p (1) = P (t €T), T e) y la probabilidad 

paso por 1 paso, so puedo. en principio, determinar la probabilidad 
do un suceso arbitrario relacionado con la uvolución de la cadena on 
consideración, E lo la o-álgobra Ае 
дерета por los elementos E «А saber, para los sucosos 


iol tipo 
A = (Ba E Tor BER E ET 
i20, 4,2, ‚› A Ta ERI 


zuf өөө} Pss de e. danmi) P neas Tal 


Como los sucesos del tipo indicado forman yn álgebra, y GP es la 
ые Miei Generis por Та primera, la probabilidad de un 
uct arbitrari. d $° se restablece” univocamente según las probo- 
бааа de toda, clase de sucesos del tipo A- 

De aquí so deduce que todas las cadenas homogéneas de Márkov 
on аа mismo espacio fdsco (quizás, en diferentes espacios probabllisi- 


174 


cos) cuyas distribuciones iniciales y probabiildades de paso por 4 pasó 
coincidan, son ertoedelicas equivalentes. Esto significa que todas la: 
трала de ls sucesos de Vio del aereo 4 para Lodas las cado“ 
e D asila da pae par i EEX TES. 
prol por d paso P (z, T) = = 

"isle Ша siguientes condiciones: 

ih pama FE fijado la función P (T) es Somelible res 
poc 


J Perê x EX айо la función es una medida probabilica 


[юмый (9, o 

familia do medidas P 

юп ber үст del tipo 
E la Ba € Pis oss da CR) modionte e 


Pa (An Чу. Tie es Tan 


o a) Ра, dep 122) P nens Ty) 


y, a continuación 
Shtonces, con la 


лорда Py hasta la medida en 30. Si A € 80, 
stel T. Fe (3) = РАДЫ. Pot o. Р, Ду; 
xerpretar, nafaalnente, coo usa probabilidad 
ai deh ceno Яа condición de que $a + St E цето Y 
bución p; la contracción de la medita Y en la c-ilgebra B0 
(E ® coincido con la medida 


Ы) Rer) Pla) ACD". 


La familia de medidas (Py. x € X) construida e ce 
siguientos propiedades nd 9 dist 
к-г; IEEE 2, .- fijados a función P (9,2, 1) ж 
ELS л zex Tes 
» m my me. 1, 2 
EN 


Px inan Єв) Po. (a € T) 


"s 


Ai, f, es la obra mínima, respecto а a cual son medibles los. 
A e, 
A veces? par cadena Dumogénea de Матко se cntionde una totali- 
dad de objetos 
3) la sucesión (n = En (u). n Û, 1.2...) бо Jas aplicacio- 
nos medibles del espacio milio 0. 3) en Ысмы, medible ГА, 2) 
3 la faoutig de las medidas probabilities (be 4 € X), dadas 
en la -álgebra А9 sonorada por los elementos aloatoriós Ep. Er. ba 
Sempre que están cumplidas las condiciones 1) —3). 

m lal debmición la cadena homogénea de Márkov en el espacio 
ако (^8) 6 йды por Gas Pa): De becho, esta es una familia 
mora de cadenas homogéneas iov tal como se entiendo on | 
Чйшадь origina! Con objeto de obtener una cadena homogénea d 
Mirkoy con la distribución inicia fijada p, cs necesario considerar 1 

sucesión (Ep. mm O. 1, 2...) en el espacio probabilitico 
a. RO, ту donde 


P D= Û ARPA. AEA 


Dos cadenas homogéneas do Márkov, (Ei, Pi) y (Ea; Pa), en el 
Ilmo espasio кө (9) (quisi on, Жыш ыны probabi 


listicos) son equivalen! s os EX, ГЕВ 
Pe um пере. 
$i construimos, egi a equite d 
 márkov on e sentido de. ia dia inición ongina) con una misme 
Mistibueión inicial, ellas serén estocásticas equivalentes 


Homos de notar io EU 
совре Ay 8) di VI 


quo satisfac 
Construir Ja сайор 
€ КР PEIUS 
gelo ашны, 
Márkoy. Sea (Ens Pi) uoa 
3o sico (X, enel san- 
S рейин c bra 
Una faz sie de 


9, E ET) = en €T) 
Pxígiromos, además, que os operadores бу conserven todas Jas opera; 
E^ нр emi nica, e dec que Para dos los 4j € D 
Sa cumplan las corrlac 


Oy an= ал Qu AT D 94 
[PUR 


homogeneidad ao 
11 dp eon la Pe probas 


para todos кө A CA FEX, È 
E 


dad 1 se cumplo 
коша аут (4), 4) 


donde ўд ез la c-álgebra generada por los elementos Ey, En, . . ., Ё. 
inii cdo кыл ишш demie icis 
entonces рага todos los z € X queda cumplida la iguald: 


P. п 0. | тү, 4) Pa (do). es 


Los operadores Ü, pueden ser aplicados también a las magnitudos 
aleatorias, Para E qué es una magnitud aleatoria фола haga” 
mios = b а para lodos los a каке тне 
(ê = e) = o). 
Si E es Š°-modible, 0,5 será también FA-mediblo. De las igual- 
dados (2.1) y (22) se desprenden Jas iones 
м, (у= Mais 
м, о M MU 
donde E es una magnitud aleatoria 2*-modible, n es una magnitud а 
ы e la esperaron аный 
La primera de estos 
Mid angi d mida 
Per saliente eripe que 


н, impropia (e dez par беде y ree pola que 7 (U) 
al, impropia (es deci "n le que 4 (o) = 
EE. М юн momento de Midber, ы para сыын n — 
O, 1,2, с. el suceso {х s] es буле. Quiere decir que 
Son el Шш de saber, si se ha realizado 6 no el suceso [1e n). hace 
falta «observare la evolución de la cadena sólo hasta el momento de 
iompo n inclusive. Ha de notarse que cl requisito (rc n) € Sn 
para todo п es equivanlte a la exigencia de quo para cualquier n fes 
E > n) € Was 0 a la oxiguneia do quo para toda Bp жа {< — n) € Da. 
Sea € Un momento de Матко para la cadena homogénea de Mát- 
kov (Ens Р). Designemos con B, la totalidad do todos los sucesos 
46 pars os cuales A П (те EPs coa n= 1%... 
cualquiera. En este caso Zr ез la дета de los sucesos. La с аа 
S, está compuesta de aquellos sucesos, para los cuales podemos saber, 


€— т 


TIR 
ы ыы e 

КЫЛЫУЫ dan E neto де Mim а puede se 
qu ind e so et t e d m 

REGEM entm Jos sente e Ja ime eo 
женше бий Par ici compone medie deu spacio го. 
Mm terit E rr poesia е рма G 
dado E, (ә) ЁГ con cualquier k= U, 1, 2, .. ., suponemos, en- 
inh (erem шыш da Roto ЭГИШЕТ y 
Seed eda А има fup Sm d 

pore tet cr c сылы 
MOYEN TELE 

ds ac Ton и Я 

оао dy a abis Amati AN 
E rnit hier ee ropes 
PRESE ERIS 

qos s motena res 19 емш A> 0, 26%, 
ты aa titt 

Px әт € T/F) = P (я, En Г) 


easi porcierto respecto do la medida P on el conjunto (t < -+ oo). 
саро Qro PYR he probabilidad do ase do je сайат por a osos 
E 


de la cadena sólo 


n el espacio 


lesir, P'a т, D = Pe ($n € T); 
La pps gue J Ий до» muestra que. siendo fijado el 
estado, do Ea en el momento de Márkov v. la sucesión [реу n o 


» 
0, t. > Pt) representa en sf una cadena homogéaea do Alaro con 
o estado ¡nical £, cuyas probabilidades do paso son iguales a las do 
{а cadena de partido y que no dependo de la o -álgebra Ay, Ln otras 
palabras sl Pes al Momento de Mirko para Ja cadena (a Pa) Y 
TE -F o, entonces la particula quo se halla en el momento do em- 
IS dead E pira ® mover de muevo emel momento d 
тро т. 

Ela ada la cadena homogénea de Márkov (fy; Pa) en ol espacio 

weit y zv n mus tos 


оа Û, епо 
y рага toda magnitud aleatoria 8°-ейЫе 
94-6400. 
si *(0) = n. Entonces: 
1) para iodo 4 € Be Y «€ X 


(0.48) o Pt, (4) 


E respecto de P, en el conjunto (1 < + е] 
NT 


,{вп®.л)= | Pi (4) Pa a: 
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J si y es una magnitud aleatoria Pesumablo y B-medible, 
entonces 
м, (OVE) - Mn 


casi pos quent ет el conjunto {т < -+ о); 
DENS vam msna quete Р es um mue 


Ms (0:9) 7 Ms (Ms m) 


paio el бируне de quo las magnitudes п у {бү son sumas son 

i ve NO "negativas. €) y d) se cumplen slaresciciones 
taria 

bajo . Operadores relacionados con la cadena de Márkov, Son 

mor siens homogénea de Mir enel wp Jo U) 


ESED 
ا‎ 
PADA D SERES 
Y y M que actúan de aewordo con las fórmulas r 


tod 
"norma igual al supremo del módulo de la 


wr (Pe. Dom, ven, res 
ї 


төз frm rs em. HEM, sex 


Estos dos oporadores son lineales, continuos y tienen normas no su 
riores a la unidad. Son, además, positivos en xl sentido de quo pP > 
Para p> 0 y Р 0 para f> 0. Para q EA y / € W, hagamos 


[T 


Fn ite caso para todas las 9 € Ж y e tien (ар. f) о. р). 
ив per PR el anmo дә del aparador P. De |t ena: 
cha de pot Кошориет an Ie Cline: 


m aaf HON P (л, zs d= Mss. n=, 2, 


EX 


pna) E LE 


2s PES, qeu. 


=$ PUN Pe GET). 


СЯ 17 


(тр, ер, Р"! 


і ven $ Lo 
= [senten 


——— q Á— 

E vo toc pd st, et үа 

enr tod mre gemmis ud. 

no acotada, con tal de que tengan sentido las integralos 
E 

Та función real S edible / 0), = € X. 


denomina: {ауапашо. 
(os decir, la carga i 
so denomina estacionaria. Una. 'estaci 
sor normada y considerada probabilisica. Si 


dor e pem 3 
"D итше inicial, e decit, al poter P (8o € T) = А (0), 
denas 


Pala crim | ente eripi 
RO am 12 ss PEB. 

Quiere decir que la distribución del elemento E, sogín Ja medida 

ques der vo M Meme tfe aim, pare De тя а tme 

ТЕЛ 7 570 tenemos 

ИЗИ БЕГ» en er 


pee Рн „| P0 


а! Pim mers t 


х} Pin mein б) es | و‎ тае зва 
Я т 
P Єт Б.га ees Bap ETa), ket, 2, 

Esto significa que una sucesión {êa, л = 0, 1, 2... .) en el espacio 
feto ses qui trit ааа (d. В" Py. 
y^ оопа. 

Wai pote, el para la cadena dada existe una medida estacionaria, 
entonces al amas ésta última a titulo de distribución inicial, ebte- 
amos una cadena estacionaria de Márkov. 
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РЯ 


кә Û аль едх‏ ا 
EI‏ 


a 


Determinemos el operador G= Ў) P^. Se llama potencial de li 
cadena. Es evidente que esto operador no es aplicablo а cualquier 
función Sumedile (por ejemplo, para /()=4, GI (2) = 
= Sp sce). En particular, puodo resultar “que dl 


dominio do su definición conste de una sola función / (z) =0. 
Tara EX, FED pongamos 


бо. nere Ў) Prim PUG ELS 


Cuando z € X os (йө. G (z, +} os una medida en 8 y. quizás os 
idónticamente igual al infinito. La función G (*. F) se denomina nû- 
eleo del potencial. 51 para cierta función Wemedible / (7), ¥ € X, 
so tiene que G | | (z) < co, entonces 


eram | бе, on. 
LI 


El núcleo de un potencial posee un sencilla significado probabi- 
Mistico. Puesto que P (nr a, T) — Map ба} entonera ^ 1 


со D), Ў Ar 
6 e 


donde G (z, Г) es el número medio de los momentos de tiempo, cuando 
anned, adnia e e de 
que - 1 momento Н 3 — on el ч lo z. nu 
Я TET 
ERAI JE dc т ба. 


(=e, өєт. 


Para la probabilidad do paso рог n pasos tenemos la fórmula 


Рт, pm | eene, а. 
Observemes que como la algebra 2 consta de todos los subconjun- 
Vas de X. seri suliciente conocer P (л, 2+ 3) para todus los gy € X. 
Ya que рага Ig X tenemos 


Pin, 


43.2, n sex 


¿Dm 
A 


Supongamos ahora que q (0) se reduce a la unidad solamente en los 

pos wiltiplos de 2x y que existe la esperanza matemática de la 

Fogar e m ine aided do qu, a z 
ч” eate em para el төсе del A rema ser 

Er 

jen 


сен S reos aperte Pet 


= 
[а= 40) cos 0t — )— у, (0) sea 002—0) y 
MET. ise 


X, naX. 
we (0. En particular, si li 
+ 


Aue 


donde qz (0) = Re qiu) т, (0) = 
magnitudes ma. k= 1, E. ү... toman solamente dos valore 
y тї. con las probabilidades р y g, respectivamente, p + ql. 
рта > 0, entonces 


co 
do yen. 


8.2.6. Representación probabilística de la solución del problema 


cuando y > z, 


de pit Sen P as РУ estais de pass por ра d ierta 
Sidona ivmogina de Mato on el espasio со ГА 3) Una función 
eal medie] a, definida on X. se llamar armónica en el conj 


to D € U. sl para todos los ғ € T queda cumplida la igualdad / (2) = 


“+ 
оета que viene abajo es análogo al problema de Dirichlet 
de 18 orn de las ecuaciones Mice m cs 
upoogames que se tenen wn c £y una función 
seal edible g (2) definida en el conjunto X D. Málleso una 
Таб Se modit 7 (2) tal que cn el conjunto D e armónica, mien- 
fras quo fures de D ceintida con la función dada £ (a. 

[o net ilii ceenbir la solución de este problema en términos. 
probabiligticos. Sea Y el momento de la primera caida en el conjunto 
Ж" Р para una cadena de Márkov con la probabilidad de paso por 
4 мю P (z, Dy: = inf (2: n> O, En € D), con la particularidad 


de que si para cierto of, (o) € D con cualquier а—0,1,2,.... 
ЕО ENE гозо c X а з 
Y. Gom silo, si t= +>, convenimos en considerar que 
Bs ей de a ED, f (s) = & (2). Tampoco es 

idis стег ge рата e E D^ f 6 = £ (2 Tampoco 


1 (5 es armóni conjunto D. 
solución, de tal problema no es 
32 e la cadena de Sky. Sea бе Fo) una 


cadena el espacio Шао (X, 8). Pare 
Sci cdi ct). ТЄ Xr onem 0 


mo Hot 


a ¡tud aleatoria. Ма en sí Ja fein de la садова 
v Mie (Ep. Py): Est Dl que me бе пой 

күү sida de Du E Шеш, si ve 
conoce la función 


эше X м, (Pes CT) Pin, =, DO", 


donde x € X, T Co 0 y A son números realos, con la particularidad 
de que бср <4 

'So puedo demostrar que la función му es la única solución do dos 
wevaciones Integrales: 


mor, Pm Pete, D+ [0 
i 


f= AO) ug (y Гу 3) Po Gr di) 


uate, P) m Poe nj (Lette) P, (y, T) uo (s, dy; M. 
donde se ha puesto 
DINE Xe T, z€X, TEN 0c0cit. 
—M— 


limite de las magnitudes 7,. cuando n— eo. En particular, puede 
тошт q 


по 


Sor as, cuando, por ejemplo, 
rec anm 


Agi, G (s T) os ol nûcleo dol potencial de la cadena, En esto caso, 
al poner 


utr m Mat, 
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obtendremos wma ecuación integral para la función u (z; 2): 


jn [oc anat 
E 
ue Dett Û te e: noc ap озу 
dondo P (r, Г) vs In probabilidad de paso por $ paso 
Tia 2 Зарраи que X es mmerable y sra Ia п-га 
de todos los suheonjuntos de X. Hagamos para cierto yy € X 


[f emo ушуы 
DM ten 


ut: 


Entonces, ln magnitud ny, = Yi (E. ек ol número de aquellos mo- 
montos de tiempo, cuando la cadena so encuentra en el estado Ya 
om el transcurso de tiempo de 0 hasta + ce, Rajo el supuesto de que 
G (т, 10) < co, la ecuación (2.3) adquiero la forma 


wir ету u (oc 3) (G (a, эд, 


De esta ocuación hallamos 


UNE: ' 
o 


ETE] 
donde eG (т, yy). d Gigs, ya), е <d. De 
тыз: 
PG а=... ех. 


us decir, la magnitud ny, está distribuida según una ley geométrica 
Fan an M м. 

8.2.8. Teoremas del límite pora las cadenas de Márkov. Sen dada 
una cadena homogénea de Márkov (E. Р.) en el espacio eico (X. 9: 

Qn problems de Importancia сә: en el osudio del comporta: 
miento límite de Tas probabilidades P (n. z. T) cuando n o 
En el punto 8.3 este problema sorá considerado dotalladamonte para 
sar ql que s сино Т s numeral o finito Aqu se ади 
los resultados principales para ol caso general. cuando se cumplo Ta 
паї Mamada condición de Döblin. que en lo sucesivo se denominará 
condición (D). Mo aquí sa enmnciación. 

Condición (0). Existen em la c-igebra 9 una medida finita 
(e GO >O. un número entero 1,1 y un número positivo e 
4 los quo para todos los т € X y enalauier T € * para el coal ẹ (D) < 
e, queda cumplida la desigualdad 


Pla Ett. 


18% 


Aduzcamos algunos ejemplos de las cadenas de Márkoy que satis- 
face la condición (D). 

а) Para la cadena de Márkov con un conjunto finito do estados, 
quiste p (D ial ole e pontas en e conjunta P, йаш 
ELO ула condición (D) queda cumplida. De cete modo, Ja condición 
Bl impono” ninguna retlciaes sobro ls cades fies de 


ЗГ conjunto do estados es numerablo, la condición (D) so consi- 
dera. cumplida, por ejemplo, en aquel caso cuando la serio 2)P (z, 1) 


P, 
ы ны E A E ө 
Бышы Due Sade gue 
LUCK EE C ECOS 
ЕРЕ ЭОЕ АСЯ 

Ы? Sean X un conjunto boroliano on R™ y Y, una o-álgobra de 
los subconjuntos borelianos de X. Supongamos que existe una función 
IDE Der ipo 


PG De È plz. йа хєх, гет. 
т 


Es evidento que debo ser p (z, > O y 
[rt nnt. 
i 


En osto caso la condición (D) quoda cumplida, si 
< co y la función p (z, у) es acotada o es 
ción а а) integrable respecto de y. No obst 
condiciones son más fuertes quo la condición (D), ya q 
doduce que uniformomenta con relación а zP (s, Гу-+ 0, cuando 
mos Г => 0, mientras que la condición (D) sólo requiere que para 
mes Eno grandos la función Р (т, Г) sea menor quo la unidad wnlfor- 
momento con relación a z. 


— 
esp 


T ыбаа {танына Ue conan EET CES 
ningunos subconjuntos invariantes de la q-medida inferior, se Пата 
Mero mais meant ce Cito cols se toas: 
to invariante mínimo. conjuntos invariantes mínimos o Меп no 
s нра о bien difieren uno del otro sólo en el conjunto de la 
itis 
MESES к^ ly conjuntos invariantes mínimo q 
Уйа Er pU 
EE ES EAT ILE. Ee En 
lt тыйма 0, Evidentemente, da У Î, Ориат que 
sl en coto momento de tiempo al risen cae s el своја КЗ, bio 
тойи en él para siempre. Más aún. resulta válida la siguiente afir 
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Teorema 1. St se cumple la condición (D), exteten ta 


constantes 
Cup C0 pc is que 


к 
1—Pin z U K)eCp A 
E 


De esto teorema y del teorema ie Roret — Cantelli se deduco que. 
qpoltuicra que sr «Y estado inicial del sistema, тело un mime. 
finito do pasos, el sistema se encontrará con la probabilidad 1 on uno 
do los conjuntos X). Deslenemos mediante 77 (2) la probabilidad de 
que cl sist ir del estado z, alcance on algün momento el 
КУ: 


PP Û 


n € KÎN. 


Ya que, al caer en КЭ, ol sistoma queda en él para siempre, entonces 
Fi (Y= Ша P (n, з, КЛ 


Sia € KÎ, se ene Fi (o) = 4, Además. para todos los € X 
x 
PLI 
A 
Ahora, del conjunto K se puede excluir Lal subconjunto X/, por- 
toneciente a dl, de qrmedida nula (quizás, vacio) que P (z, K) = 0 
para todos los s € KN, К), Ит P (n, т. Kh = 0 uniformomente 


respecto de x € X y con ello, el conjunto K N. KJ puedo sor dividido 
en d, (f ac ду < co) subconjuntos disjuntos К}, ren avs 
sd =i, pora doe cuales Р (s К) con ze Kia 1 
1%... dy (por К}, ve entiendo KD. Convengamos en conslderar 
2 
que Ё) ya so ha excluido de КЭ, do suerte que. 0 Ki- 


tos Ki, j = 1, 2, .... N зе lamon clases ergódicos, y los K}, 1= 
= 0, 1, 1. dy — 1, subelases cíclicas do la clase КУ. SÍ, en ciento 
as0, el sistema llega a la claso AC. entonces, cuando ¿y > 1, en todos 
los momentos posteriores de tiempo se moverá cíclicamento por las 
Sbclases de esta clasa. Si 4, = 1, la clase X ro llama eperiédln. 

Atribuyamos al conjunto T € Y el nombra de conjunto do estadon 
no reales, si lím P (n, z, T) = Ó para todos los £ € X. 

ME pues, el conjunto de estados X de una cadena de Márkoy, qe 
satisface la condición (D). puedo ser dividido en cierto número de c 
sos orgídicas КЭ, f = 1.27... N, у en un conjunto de estados no 
reales XN 0 Kj. Además, toda clase ergódica puedo dividirse on 
cierto número. de sobelases cíclicas. 
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Hagamos para ZEX, j= 1,2... Ж! = 0,1, 


Pers, Gna, EKD- 


si, para clerto n, Enay € K lo mismo será válido también para todos 
los k> n. De aqui 


Ра lim P (dj, z, К). 


s evidente quo Fj (z) = 1 para todos losz € KÌ. Y, 
todos losz € X 


demás, para 


C 
TA 
a 
Enunciemos ahora el teorema principal del comportamiento limito 
do las probabilidades P (v. 2. 1), cuando n > o 
"Teorema 2. Supongamos cumplida la condición (D). En este coso 
existe tal sistema de las medidas probabilíicas n. | = А,2,.. М. 
ie 0,4... dj — 1, prefjadas en Y, que para todus ln e C X, 
Te Ki (por supuesto, T C) 


"m 
Mn P (nd, +. а, Dee D PG duas Ch 
de 2 
dende ы быа y- o or өйү га таша on ийй d Con 
ello, st ФТ KD > б. m (KD = 1 y a (Т) >O. La tendencia al 
limito en et correlación es uniforme эрип 3 y E. 

En particular, # 2Є К), entonces lim Plady+m, x Tm 
mnf (o) cuando ra= ipm (mod dj). (lomos de notar que P (d+ 
түе, Deep (dyt, 2, Т N KÒ para z€ К y rzi-d-m(noddj). 

De ente Lorema эе deduce la comvergoocia de Jas medias sug 
Contó, & saler. anllormemente respecto de ЄХ Y Few 


. x 
LY Pa. N= HAND, 
= “ 


donde 
ja 
n=} 3 нів, res 
а 
de modo que я) es una medida probabilistic cu la o-ilgebra , con la 
Farücularidad de que а) (K^ — Lal (T) > 9, Г ПА) 20. 


авт 


Desiguemos 
rm ea 


к= lim 


Para cada = € X, la función jy es una medida probabilisico on ®, 
Puesto que F3 (д> 0 33 Fi (a) = 1 Si = € KJ, entoncos н, coincido 
Son mein a. 1^3 а conjunto de cst: 

Teorema 3. AL cumplirse la condición (D), para todo € X la 
medida tz е estacionaria (véase сі p. 8.2.9). Y, loda disribus 


Y, бета, 
«tên estacionaria puede escribirse en la forma Y p gd, donde los números 


los no reales, ontoncos 


1 
P4 son no tele ү en ta cua hace la ым 

отом, 1) Ef limito en la correlación (24) no depende de z, 
cuando y sólo cuando, se tione una sola clase ergódica. 2) El Imito 
Pin, s; 1) existo para A» co, cuando y slo cuando, hi una de ls 
apa illes mo contiene Sübcase clics, e decir dy 4 para 

jos, lar J. 

Wingemos abor quo on X está dada upa función real nnde 

» (2): El taoroa que sigue es análogo de la ley de Ts grandos нне 
pora la "тонда (e). n O 9 1094 
ы Teorema 4. Si eid тияр! a condición (D) y v() =€ X, 0 

Es 


ЕТЕР 


i 


entonces para toda medida probabilistica ja en Y con la Py — probabi- 
1 


lidad А existe el límite lim. 


D PON y ése es гөш a н 
e Ej 
ха) шу) para t (o) Ki, donde Р )= È Р СО tds). Ка particu- 


le, vé шм lamcn una cli ridi, ө dere, Nm, niue 
P. (ig LS ron 
w— 


donde x es la única distribución estacionaria. (Obsereemos que 
00) я (ду) = Mav (Ex), donde Ma (-) es la media en la medida Pa): 


nte loorema describe las fluctuaciones de la magnitud 


e 
ES) v alrededor del valor limite. 
D 
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"Teorema 5. Supongamos que poro la cadena дайа de Матоо м 
cumple la condición (D), existe solamente una clase ergódtca y data es 
“periódica. Designemos mediante x la única distribución estacionaria 
de la cadena. Sex dada una función real U-medible v (2), x € X, para 
la cual con cierto 6 > O 


[D 
i 
Entons este im 


не м, [У À OM Ga) ] m0, 


y sl es que 0? > 0, entonces para cualquier distribución inicial y ге tiene 


lim Pa 


YT EDD 


з 


“Ya 


uniformemente respecto de a € RI. 


83. Cadenas de Márkoy con el conjunto discreto de estados 


34. Matices de la: probabilidades de poso. Казаннын os 
руле Бойдо» de Mdeon (Gr. P5 ep al espacio fico (X, 9) 
Balo el pudo de que X os ындыы o lao y ee iir 
de odos los араан Ирон de Xs Таз cadenas de eit io so der 
den por las probabilidades de paso por 1 paso en los conjuntos de v 
Ped pe oy ee Pa a m Ут, иЄ X, puts para TE Х эмы 

ето Р, 1) = Pa i ЄТ} У P (e, И. Los números P (e, he 


z, y€ X, forman una matriz P, quizás infinita, en la з-да fila de 
Ñi fall encuentran ls probabil Bader de paso por 1 paso del estado z 


Таз probabilidades do paso por n pasos P (n. т, y) también 

forman una matriz estocdstica. y ésta os igual al n-ésimo prado do la 

Жш P. segun se deduce de là ecuación de Chapman Kolmogorov 
Pawnee — (X TN Pisae 


ae Dau 


1 


donde at € 502,9, Cuando = 0, ge maturat considerar 
que la шк PO, страве у Poo, йр бр 
E yd modo quel probabilidades d Pao por бру Forman a 
Cuando X es finito, para las probabilidades de paso por п pasos 
es válida 1а шеме лиши: ° ка 


¿ut лм, 0) 
йа 2» mam Rl da 


die er i суу fe de soe жа ete 
lees de la ecuación dot Î — мы Т.т, жү se парю 
Uvas multiplicidades, Af ) ec el PAR аеро dal oio- 
mento de la résna fla y de la zésima columna de la matriz AF — Р, 
a det ор, 

аа ЫДЫ. ы atado y € X 08 seee 
desi Sl aldo s EAr at pua demo O BE 

SO, Si y ез accesible desto z, y т ey scceible desde у, enlonces Tas 
lados oy se Homan comunicantes. Do esta manera en el conjunto X 
о ue reci que posee ins Propiedades de, stir. 
зунда y transitividad For cansiguent. c conjunto X эк puede 
dividir en las clases disjonias de Jos estados comunicamos entro al. 
© llo ningunos ds estadon о а dint cat os comic, 
sin embargos para los estados de la class dada pueden sor accesibles 
Jos estados де las otras cases. En Ey ош osado dado 


en 


antes. 

El estado x se denomina real, si todo estado accosiblo desdo з, 
on z De lo contrario, se Hama mo real Para un estado 

Por lo menos un estado y, que us accesible desdo z, poro 

2 no es accesible desde y. 

No e itii] convencerse de que desde un estado roal son accesibles 
solamente estados renles. Do aquí so deduco que on toda clase de 
citados comunicantes o ben todos Jos estados son realos, o bien todos 
son no ro 

En un conjunto de clases de estados comunicantes en las cuales 

lo de todos los estados posibles 


es dive epa "s cana dada. 
uedo intro o correa. 
Los Sedi que was claso L por menos 

па slo c Ya cre que y ов Accesible dead 7. 
Be qui so debes: entro ots cri Ду Verde cualquier estado 


Tal relación entre las clases, edades dd 
EE dad y tramsitividad, lo, por EE ў 


orien parcial elenco de lr. E arial 
Jos de eslados ess (sl existen) propiedad de que no son 
© Clann. Sf pars 1a cota dada el no de 


seguidas por ninguna otra clase. 
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im es accesible unlqulve estado y € Jap Sempre, que Xp sign 


clases de los estados comunicantes es finito, existe obligatoriamente 
aunque no sca más que uva sola clase de estados reales. Dn el caso 
senes quede ocurrir que бо haya i ona solo clase de estados realta. 
Si el estado inicial de una cadena so encuentra en alguna clase de 
estados reales, el sistema nunca saldrá de esta clase. Por osta razón, 
Ж todas Jas clases constan e estados reales, la cadena s descompone 
de hecho, en varias cadenas correspondientes à cada upa de estas clases 
5337 Periodicidad, Desigeuos mediante d (2) z E X, el mi 
то común divisor de aquellos números, para los cuales Р (n, т, 4) > 0. 
Ж Рт. 2 z) = 0 рма todos los a= 1.2, -oy coüsiderarémos 
d) э. Se puede mostrar que en toda clase do estados comunican- 
des 2) ea constante. El valor general d = d () pora z do la clase 
dada ee denomi do osta clase. Una clase sê lama aj 
Si su período d = T. Cuando d > 1, la clase es periodica. De conformi- 
did cun st, ona cadena irreducible ар ama periódica opo periódica 
n función de sı su periodo es mayor que la unidad o igual a osta, 
I teorema que sigue muestra cómo зо realiza el movimiento en 
una clase poriócica (v estados comunicantes. 
окова 1. Todo cime K de estados Comunicontes de periodo 
di d < ee) se puede dividir en d subconjuntos Дот des a dos К, 
Kar ун Kay de lal modo que por un poso desde Ke, i = O. lee 
7а 2270 sistema pueda pasar sólo a los estados del conjunto Күү, 
¡acia Ka asalto a les colador del conjunto Ko. Con ello, sl € Kyy € Kry 
entonces іде tal ny 77 ту (s, у) que para Cualesquiera n > ny 


Ped r—=4 29 >0. 
Каче, para toos oa > ту = ny (2, 2) etie P (nd, 2, 2 > 
0. 


Los conjuntos Кү, £= O. 1.2,.... d= 4, ve Noman subclases 
Че Ya clase periódica de lis estados coum 
EJEMPLO. Sen X ип reticul 
supongamos que el sistema” so 
фо z € X, por un 
con la probabilidad 
Td, po g >0 Tal 
Du: jente. ns totalidodes de los 


" e Ry n. enc 
números, pares ® Impares. 
54) Neveribilid. Sea ту el momento en 
coto. o ale 


pasado el 
POF primera voz el estado y € X. ve deci 
=f (nin = 4 2... Ва = p), con la parücularid 
Фа ol caso cuando Ё, Je y para lodos los n= 1, 2, . . suponomos 
EOS 
ПТТ, ar y EX. Designoma 


Pee S Г. mra =). 
F (x, y) es la probabilidad de que el sistem 
hege en algûn momento al estado, y; cuando 
probabilidad de que el sistema. al 
"gin momento а «ңе estado. 
E E estado z se Шыда reversible, 
s Р (2, 2) < 0. 


salir del estado z, 
zy. (rr) esla 
"el estado z, regresará en 


F (z, 2) = 1, o irreversible, 
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La ligozón entro las probabilidades de paso y las probabilidades 
¿e la primera llegada % da mediante la fórmula ` 


P (a, z, у= 5 Ik, 2. p) P (Mk у, 0, 
5 


at oet EX. 
AL suponer para €10, 1] 


Pate, p= Ўз i). Ру. пе Ўт а 
һе. = 2, РЫ 

do ln fórmula antecedente obtenemos las corelacionos 

а арар AO PA ri» 


Esta fórmulas conducen al siguiente resaltado; 
"Teorema 2. Él estado z es reversible, cuando y sólo cuando, 


oe am E po mee, 


y es irreversible, cuando 


Gle, 2 E nao 


En el caso irreversible 
1 
Uan тургу 
меде domosirar también que los estados comunicantes son 


"о irreversibles a la vez, de modo que la propiedad de revo 
iasa da ale comi А * 


sl criterio de roversibilidad de 
айта nedecible de Майкөт on ténmimoe de las funciones exces 
vas 

"Teorema 3. Una cadena irreducible de Márkoo es reversible en 
quel, y aso en aque caso, cuando toda función excenos e constante. 

Para precisar: si una cadena cs irreducible y reversible, ontonccs. 
Ja única Mención excesiva (con la exactitud salvo un factor constante 
то negativo) as una Función Idénticamente igual a la unidad, Esto 
Significa que ol sistema do desiguald: 


< 2 Pl, sev). EX, 


по tiene soluciones no negativas que sean diferentes de las soluciones 
del tipo р (2) = const. 

Y. viceversa, si una cadena (no forzosamente irreducible) tiono 
рог lo menos un estado irreversible, siempre existe una función exce- 
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siva no constante, por ejemplo 
зушы 
ra s. ares 
donde so es un estado uresersible fijado, ding. 
en hian EX la probabilidad de 3 TIT 
los, c ha de veces Ap 
mostrar quo 


тө) 


Er 
VEU TE 
TIU M 

Жар 
икиси IEEE 
T Yr үкүсү 
чеш, dot босов y es сенш Мо desdo s con a probabili 


ave a reverb. ges gh par todo r£ Y 
particuiar, Y У O, Emo silica que el lema vist а alados 
freres ШЫ uu número it de ves {рог supuesto, lo limo 
dic аы del ниша Т 

AS pte delos cidos vales slo von eet Jos sados 
reels sados ern а dle 


314» Comportamiento limite de las probabilidades de paso. 
такаа Ter oye noms Ботай 
b Pa) 
кө n= im E —. 
MrS mno 


Do osta 


la se deduce qve para todos los z o y, porton 


misma clase reversible, G (z, y) = P [3 


cambio, у es i 
Resultados más precisos se pueden 
teorema de regenoración, Designemos medianto 


mior z € X. 

la aplicación del 
sl momento өп 
ques pasado ol ceo, se alcanza por ver primera e омадо y (viase ol 


34). A сопи 
rm 


Pongamos 
hd) Fmt, 2 8. 
suponiendo átt = Heo, st E, yk у para todos los n > vh. Do la 

ros dela cadena do Márkov so infiere que las ыр. 
d ain on independientes « igualmente 
diria ea Ê medida È y sea un estado reversibl 
Si ol estado inicial v igual 3 s. F tr. D 


‘es rovorsiblo, onton- 
cos respecto a la medida Py todas estas magnitudes son indepondieates 


sas заз 


а excepción de la . están igualmente distribuid 
Esla circunstancia nos permito aplicar el Lorema de regeneraci 
Pam estudiar cl comportamiento? Imite de las” probabilidades de 
paso P (n 2, у) рма os 5 

Desiguenos con ay el numero medio do pasos hasta el primer re- 
groso al estado y, vs dcir, 


м Ў мо. 
Teorema 5. a) St el atado y ex отете, entonces para todor 
per 


Vim Pla, т, у=: 

b) sl zey sehalian en diferentes clases de estados reales, Р (n, 2, у) = 
= 0 para todos los vi. 

D) d x еу pertenecen а una misma clase de estados reales de período d, 
siendo B's y € Nro donde K son ls aba introducidas en а 
teorema 1, entonces 


lim P (nd-Hl, 2. y) 


а iiis deme Lam r LÛ A y P (ad 1 s = O, a ee 
еіп de que 1 # r — i (mod d); en particular, м d = 1, es decir, el 
la dt према, nien lin P (a ms 

dy н d tado а no retl, nite pue y prete a и «ши de at 
a BULL ейге еи ченде р 


donde 
Fanpe D Iman 
amines s 
D D" 
(Observemos que Реа, 120 y X Fete, Р, DAA En en 


estados irreversibles y, entonces para todos los x.y € X existe el 
Tits 


E 
dep DP a mrt 
Б 
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Con la particularidad de que 


al 


3.3.7. Clases positivas y mulas. Un estado reversible y se Паша 
nulo, si lim P (md (0, y, a) =O y se lama positivo, М 
lim Р (sd). y, y) > 0. Es Шей de establece que cn la clas rovor- 
"bie. de estados todos los estados o son positivos a In vez, o bien nulos. 
Si y es ша estado positivo, satomces my < оул) тп) = 
=. Para ol estado nulo я (y) = 

asuta que la propiedad de unn case do intervenir como positiva 

о nula está intimamente ligada con el problema de la existencia de. 
Тыз medidas invariantes. 

Para las codenas de Márkov con un conjunto finito o numorablo 

idos "resulta natural considerar las medidas (las cargas) sólo 

los conjuntos de un único punto: р (y) = п ([)) puesto, que para 


Ve X tenemos 
кое ук. 


Una carga p (0, dada para y € Ке X, se denomina invarianto 
en ol conjunto К° sj (9) = È p (2) P (z, p) para todo y К. 
Teorema 6, Si K es ura cle de estados reales, toda carga p, inva- 
rante en el conjunto K. que satisface la condición 
Y nones (3. 
PU LI 2 


tiene la forma pa (у) = en (у), donde y € K y ¢ et una constante arbi- 


traria. 
Corolarios. a) Si К os una clase reversible positiva, entonces 
Ja ica carga que es invarinta en у тайнен la condición (02) 


Y Ia condici 


Уу нше, өз) 


es la modida 


эєк. 
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М, Si ча umn clase reversible mula, la única carga invariante en 
K, subordinada a la condición (3.2), es trivial (u 

€) Si una cadena de Márkov es А мә дег $ 0) 
y € X, ee 1a slución abeolutamente suciable del cete de чадо 


E кере, sh вех, 64) 


entonces para todo estado irreversible y, debe vorifícarso p (ya) = 0. 
S) Para que una cadens irreduclbls de Макат ses positivamente 
Jap ESL ns de ied 

tamente sumablo 


maria, cendo y slo cuando, es розы тетово, 
tivamente reversible y apo- 
guttas entonces 1 ales эйе del илз (0.0. que мй 
Jas condiciones (3.2) y (3.3), seré la medida 
M) Uim P(n, т, у}. 
escribo las distripucionos estacionarias 
5 para una cadena dndn 
та cadena homogéneo de Márko con un 
conjunto BF т В аира con Das 2 EA donde A en ca el 
Caso general, un Juego namorable de Indices, las closes posttivas reversible, 
can e parari de que Da we Ds cuando a v. Pongamos D = 
Па medida p (C). + EX. es бишайөтана, cuando y lo cuando, 


juceslón de magnitudes (ha, а € A), hoo O p Ja че 0, tal 
«Ta 


ED 
нат aung), в хера, асл. 
8.3.8. Probabilidades con prohibición. Ses Г ciorto conjunto de 
estados, Г = X. Hagamos para s, y€ X y nei 2, Pu 
Meu E ao ie Pih ы Pena d 
г арто determinada de este ‘odo profi E Ira 
do que durant л pasoa el sistema paso 
Se ev elg de ies momentos de Шише 1. 2 dos 
dos de сои T des probabilidade e diaman probabilidades 
Sm prohibi Jabó-prolabilkdades, Si E = (i), se escribirá 
Panno "ogatzde pP (^, т, 0). Evidentemente, f (n, т, y) = 
т, з, 0). 

TV pare todos Jos m= iios 92%, Гед, SET), me 

Jugar as igualdades: 


pP (n, i-is E Lr & y (nh, а, 


pP ness AY pP O enc ke ah 
donde „pP (r, з, c) murs 2. 0 
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donde yp 6) 
2), será natural 
‚2, X. Esto es la probabi 


ф eontra e, estado y, sit entrar en бш TERI 
MERITOS Supongamos, además, que / 0, £, J) e 
А tomar on consideración estas iones y loe acuardos do 
Vevaldados anteriores, е АТАСЫ 


аг e POE At t vi 
& 


пои Pss as nm ny rm 


válidas para n= 0, 1, 2, ... donde xp (s) es el indicador, del 
conjunto Г, mientras que öne = 1 para я = O y 8, = Û para n ye 0. 
Tel suponiendo que ® Pe trie O pare n 


esa) Ў) Pon NS 
EL 2-2 (mz, gh FE, y PEL и, 
hallamos 
бб, = AAN ати 
Fa = yO РО es 


Si z o y son unos estados comunicantes, seré, ovidentomonto, 
a (z, 1) 2 0. Por esta razón, do ја segunda correlación tonemos. 


Fo. 
PG 
siempre que z ө y so comuniquen. Ahora, de la primera correlación, 
Para los estados comunicantes y y з obtenemos 


осв nm го. б p 


Luego, se puedo mostrar та z e y de una misma clase rover. 
ible АЙР comelnción e a пи 


LL 


РТТ 


<= рта 


x 
Y emm 


ж. ю= fim + 
NETT 
E 
Dy aquí se deduce que para Jos estados reversibles 40, 2) — 1. 
A монге 
PEE 


LI 


Deslgnemos aye Mei Ў) nf (v, т, у). La magnitud may en 
sl tiempo medio basta la primera llegada al estado у, si z era el 
tado inicial. Cuando т=у, туу Coincido соп la magnitud mp. 
introducida anteriormente. 
төө Уе тат 
E 


Teorema 8. St Р(х. y) 
De està teorema se deduce que la serio Y), G (z. y) converge para 


una clas positivamente reversible y diverge. para una clase nula. 
Begin m deduce del teorema f, n el a cuando К os una choi 
ШОНЫ wil no exit бра ca, variants en, del variación 
colada que sea diferente de una carga trivial. Kl Котов Я 
muestra quo aquil existe ua medida. invariante on K de la nior 
Completa infinita 
rema 9. Sas К una clase reversible, La única solución no nega- 
ша del илена de ecuaciones 


Ld Жөөгө. »» EK, 


que тишле la condición р (t) = 1 pera cierto s, € К, es la medida 
a0 lo V). 1 ER 

8.3.9, Teorema eegódico. Seo (L.. Р.) nna cadena homogínen 
de Márkov cuyos estados forman una clase rovorsihle X. Supongauuos. 
que en X está dada una función real v (+) y examinemos la funcional 


m= Ses net, 62 
= 


Para y € X pongamos т} = inf (n: n= 4,2... 
= inf (nin EA .;  (véase ol p. 8. 
todos los estados de Ja cadens en consideración f 

entonces para todos los z, у € X yk cx 1,2, -. бепе 
que, la (0 < mo = 1. La тарый n, (e) pued representar en 
i oris 


de met А 
LI à ‚+ b. + b š б), 
“+ 


эф. A 


з 


y vy (a) es uos magnitud “емен iora la cual 
mW >» de oim materi oy (a) = mis (k: н) ела 


% 


x {ki rèt! >а}. Observemos que, en vid de la propiedad 


гу de la cadena de Мот. Jas magnitudes фу 9), E 
kd ependlentes € шы аак con la 
pertes de ee e distribación de l magnitud & (y) on a 
medida P, no dopende de z. Ffectivamente, para т reales tenemos 


Ps (Dx (y. <a MP (0,41 (у, < a) m 
У 
Mab, trs ca) Py (bs Û: < a) 
e a 


trar que do la existencia del momento dl pásimo 
tud, б, 9 pere cierta y € X proviene que tal 
'enton- 


Luego, so puede 
orden de la me 
momento existe pora ойи у E X. Fn particular. m = 
irt condición de qur 


FS бо. 19 < 


E 


муф 0 Y убу. oto 
E 


Saem F etn. 


Resulta que sl 5, (И es inito (por lo quo se entenderá la condición 
y fes n Ee S, (Ee соо para cierto гє X. rd Пецо 


ibus Por analogía, si 5, (i) we 0 para cierto s, lo mis- 
amp rr vid, para todo x Además, si, (2 y S (e) on fos, 
rolación S, (VS, (e) по depende de т. Be ol caso do una cadona posi 


inest пен «Go, 1) = BU, de mudo ques ta мю 


тоз Жаш» 2 


di iban чс duy маа 
je sigue se Пива ergídico. En su demostración de- 
sampoa ni рар dechivo lo epreamiatión de la тарый a € 
em Jorma de ш summa de magnitudes alratorias Independientes o iue 
monte distribuidas соп ciertos complementos (véase más arriba). 

"Teorema 10. SE una cadena (Ey. Pa) er reducible y revele 
mientas que las Junctones u ¥ t. prefijados en el erpaclo de estados ton 
dater que las magnitudes Sy (8) y E, (e om jimita mo mulas, entonces ve 
erfton la correlación 


tenemos 


Designemos 


dondo а) e 
ооган 


ви por clerto respecto de la medida Pa para cualquier z € X (do confe 
midad con lo dicho anteriormente, el segundo miembro de esta igual- 
dad no depende de y). 

Corolarios. 1) Si una cadena irreducible es positivamente rever- 
sible y la función v (z), z € X. satisface la condición Уя (y) | » (4) | < 


Чез 
is entonces casi por cierto respecto de P, (pare todo x € X) so 
verilen 


x 
ESOS 
Eno wer 


Esto чайка que Ja media segín el tiempo para la sucesión 

л, 4. 2... converge hacia la media de la función v (2) 
АКАН, 

va una cadena irreducible positivamente reversible se 

m (Pet) eo. entonces con todo +€ X 


3) Рага una cadena irreducible positivamente reversible casi 
por crt respecto de V, (para lodo E) te lia 
беч 
m b 
im DE iy), tim 2 


pondo v, (n) y 13 son las magnitudes determinadas más arriba. 

3.3.40. Teorema. del límite central рага las cadenas de Márkov. 
Supongamos que la cadena do Márkov (En, Pa) es irreducible y positi- 
vamente roversiblo, y v (2), una función reaf pretijada en los estados 
do la cadena. Ya se ha constatado que para la existencia do la media 
Mata (v. 9) бв suficiente que 


J, Inn <, 
L 


dondo s (y) es una distribución estacionaria. Con esta condición 


A AS 
à 
E 


Supongamos ahora quo para la fonción v se cumple ona condición 
un poco menos rigurosa. а saber, 


" 
da 


Mig. YIM] X Gic. qu) 
m 


Hagamos para y€ X 


i 
њом. D ed». 

E 

La magnitud py (y) no depende ni de z € X, ni do k = $2. 
orema AP Is e tl eae y к 

peseta yia [usen tor tale ue pa e] era (et deri d ae cumple 
айд (0.5) entonces al ie e probabilidad Ep = €X, de a 
magni 


45 
— E 
A өө ъ аңлы x Ûy (t 


"ров боз. para y € X, k= 1,1, 


кз б = ш б — яй (dI — р. 
Las magnitudes t #, а = d л Чрни y etin 
рте dictis am la probabilidad o. 2€ X, con la pet 
Шы e ae la dina Р, e (e) 2 a] o бори 
Evidentement, М.Д, (y. т) 0. "Deslgiemos. 
в} = M, IS (v. өр. 

de puodo mostrar que Ч oj (1) < os para irt y € X, o mimo será 
ale para todoa E 

?. SÍ para una cadena de Márkos reducible y porttina 
mente obl y pora la función v queda cumplida la desigualdad 0 < 
ira remita válida is corelatón 


ma ERE 


naj 


donde £ € X, а т un mimero real erbitrario, a = л (9) hy (eh b= 
Г! o (A. Las magnitudes а y ê vo dependa de chito oa oigo 
rex: 


——— M Pa 
Pl topon tea, de ete melo, не as cies el mu 
pitu En (alrededor del valor modi а eto distribuidas de manera 


asintéfleameat normel, sempre q mdo momento de la 
magnitud An у, c) Y que este último es 
"оше чан. La "moeni ne (d 


miset ре + e DIE 
1 


m 


donde Ya y Vs, colncidon, respeetivasnente, con cl primero y tercero 
sumandos on la representación para la magoitnd my (t), citada en ol 
р. 8.3.9. Los razonamientos generales en la demostración de los teore- 
nas dol limite paca la magnitud ту, (i) consisten on Ia demostración. 
i» pequeñez asintótica de la magnitudes V; y Уу (con cierto factor 
normalización) y en la aplicación de los teorcmas dol limite clés 


de 
para las sumas de magnitudes aleatorias independientes а |, 


Y 6. 


den 


La suposición del teorema, 12 significa que la distribucion do la 
ital у (y. v) pertenece al domini de atraccion de la ley normal, 
zón por In Cuat el io e apio aquí 

Supone que la distribución de la magnitud 3, бу, т) cae on el dominio 
do atracción do otras leyes омаров, so pueden Макет otros teoremas 
del límito para las magnitudes ыо. 


Teoría 
de los procesos 


aleatorios 
parto 


Capitulo 9 
NOCIONES FUNDAMENTALES DE LA TEORIA 
DE LOS PROCESOS ALEATORIOS 

Definición del proceso aleatorio 


Distribuciones de dimensiones finitas. Se den 
probabiistico (0, 8. P) а 


cue 


características 
distribuciones 
funciones definidas para todo k nah 


lale, valo ол, v Ju 
Mi mediante las селее 


ay Me A bm PUO, Fer DEAM 


A, son conjuntos borelianos. 


"rum 


өз una distribución conjunta de k magnitudes aloatorias: 
Ш.Р „йн +++ AD, A, cunlquie- 


та quo son le permutación 1 
Чїй” Y es el domin 


LOL 


Las distribuciones de duneuslonos 
<, Ay) Pue 


MM 


TUR 


finitas de una distribución, esto es, mediante las funciones 


fiy ===> ta ri +» = зу) de tal indole que 
Bu, Me 

aya, seed. 

La respuesta a inta de cn qué condiciones existe un proceso 


но уке el veni el jenen dede. le funciones Р, en 19 (А, + ++ 
К АЫ comite ditlbmaenes de динов Жайы la di 
E re n 
esee i Eo Kolmogiov), 
ba qw 
Ae "7 E U) i радро de томи Loci 
сукыр Ел d+ prieto NIE. 
ат и 
deser de ааа иы өйы ра e plan 
[opor ebore prope ва е сва ца 
Hoi rur er pp ore 
definidas en T que toman sus valores de X; la a-álgebra C es la o-álgebra 
м nda pa тани Cdi t MR pe t lin 
br 


[S 


y la medida P ve determina por la correlación 
ТЛ Mie Fa, ay c Ad: 


El proceso aleatorio buscado en este espacio pretalilltico se determina 
mediante la igualdad 9 


[P = ош. 


Las funciones & (0, w) con o Jijado se denominan junciones muestrales 
el proceso aleatorio. 

a construcción de un proceso aleatorio con las distribuciones de 
dimensiones finitas dadas, prop огеш de Kolmogóro 
Sonduco à un espacio de funciones muestrales demasiado amplio. A ye: 
ces resul deseable, авн un, preso, ens funcione muestrales 

sena ciertas ls de тер ejemplo, que son me- 
Air Sonia derivan EN Р вто, 
aleatorios son. valentes en. 
suo, al сй роде п te distribuciones de Simeone finta 
rema. 2. Con el fin de consegul que para el proceso dado erista 
un proceso estocátco equlonlente e. amplis sentido, сушы fencionas 
murales pertenecen, al conjunto F = G. es necesario y voficlente que 
Рә (F) = {, donde Ре es una medida exterior construida según la medida 
P que jue determinada en el teorema de Kolesogéror 


PO = at, Xr 


ШШ] 


donde Ch son conjuntos cilíndricos; G er un conjunto arbitrario de Qi 
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ема condición se cumple, а título de espacio probablisden en 

IPIE uror 

a рате de los conjuntos € del tipo ^ (1C, dendo C CO y dl 
‘proceso so determi че, por la correlación 


Af EE за pss toro rel, суны, o t 
inicio on un espacio probebiliico arbitrario (9, Sp) S 
i apara arias ш con ie ши тиш 

c e id Al 
tho Шке dE сонш Pre entonces la aplicación 

эй. 
има. aplicación medible del sepalo (8, ©) en (Pr, ёр), en бе, 
ara cualquier 4 € Gr se tiono (a: EANES, Bi aplica: 
qp RACER diia caldo A Я 
Py (A) = Port (+, 9) € АЎ, cuando 4 € £p. 

La medida py (+ зе lama noa aedi 

TH 
IUE DET Ten Ev ا‎ aae 
rg 

E мэпи, a амма д» ditendene faltas 

гг ск p 
2r 


х = Map) El 9), dei). 


liga para todas las funciones escalonadas g en T con los valoros 

csi dd eu, producto elo a egal di Tdi del 

хро es uma intégral de Stieltjes, 

5 9.1 Funciones de momento. Sea 5 (f, w) un proceso aleatorio 
Ec ATEO aa Eos qu тет 


mis ае MEG ө)... Es o 


Nili. m йу ы. j зе E Mes nlla det 
поб аар рю ири пона Piar tds tequila 
A тран ыру DEM 
н на falo de memento sn de mayor uo en de los pi. 
moros dos órdenes: m, ( que es valor medio del proceso, en lugar 
EU cde etim fne qe as 
E EN e IEEE 
duel "t lor medio pued sor ша función cualquiera definido en 7: 
EE de ter (s eti parate delinkan: paro 


cualesquiera A fa, ° < fa de E улы Zas ss ra бөз tiene 
Y йш, п) аз 0. 
A 


Yoda función M (f, t), si e positivamente delínida, es una función 

LE d de sora Pere. re d 
DES "lentorio con los valores en el es 

«менй d dimensiones finitas X. La función а (0. que eate del 


25 


èn T y que toma los valores de X, se denomina valor medio del pro- 
ceso, «i para todos los £ € X 


MG o), a = (a (D, a) 
La función B U, 2), definida para 1, s€ T, como valores de la 


qual sirven os operadores lineales u X, se lama función operacional 
de correlación de un proceso vectorial, s con т, u € 


МЕ o), 2 (E (t, 0) u) = (В, э), и) + (а (0, 3) (а (д, ш). 


La función operacional B (t, ема también pesitivamento definide: 
Bn, REX, ec AR ET, entonces 


Ў Bue (дч. ай >. 


Adonis, ola os simétrica on al illes pente: D п, д = л* о,ө. 
donde B” es un operador conjugado de. 

La función operacional de correlación puede ser dada por su mos 
алг өп Ны "al matriz se Hama matris de <ocrelación del peo- 
Soo vectorial 

i) y } (0 dos procesos aleatorios en un mismo espacio 
pr La беа = 


(à маш ма B 
función de correlación reciproca do les. 1) 
dorrir o de coreleciin del КН 
ior a Función matricial 

nm 

к 0. hai 9) 
queda positivamente definida: para todos los зу, zg. + mh r + + + 

"e Hi T eh 


4 
2 Un (s tp nilo ll 1) Cong d nr + 
zi 
Жыш, t) i). (14) 
Toda función operacional simétrica y positivamente definida e 
una доа dt correlación de cierto proceso. Por esta тазда el cum- 
plimiento de la condición (1.4) es necesario y suficiente para. que 
Daft p en la función do ¡ón recíproca de los procesos E, (0 
а, Continidad etocística Sea dado en cierto intervalo T un 
proceso” aleatorio £ (0. Este se denomina estocástico continuo en 
rto punto ^, € T, sh para todo e 


Jim PUROUS =0. 


ni pe im p 
para los vectoriales. En este último caso | < | significa la norma del 
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a) si f (f, z) es una función continus para (€ T, x € X, donde X 
es el dominio de los valores de È (0, entonces f U, È (0) es también un 


up MI ТБ 


donde f es una función del mismo tipo que la indicado en a аттас а), 
тан Jue, ИЛ | er continua тире de t 

$ vas j la mima que en la afirmación 9) y Tapongamos que una 
juncidn numérica na negotia A A) Y е cuando hoe Y ө, Agul, S 


sp му, E09 /@, E D< o» 


entonces Mi (t, & (9) es una función continua; 
а s Чу МГ, entonces los puncionar 
le momento = = туй. tj para JE ke son contie 
huas en la totalidad de variable. Y „ар 

V) st um proceso $ U ee eocártieo continue en el conjunto cerrado 
y aldo Р continuo de mato uere y och, © deir, pa 


foo e> 
lin p, РИЦ) 0020) 
ие 

т) yn Proceso È (0 se lama acotado en рен! en el conjur 

toon 
lan os emo. 
Qum mp URI 

Si un proeeto es estocáutico continuo en el conjunto cerrado acotado Т, 


es acotado en probabilidad. 

0-1-4. Procesos con cl espacio fásico discreto. Ex muchos problo- 
mos el dominio de los valores de un proceso es un conjunto numerabl 
{Por ojemplo, un procos tere os valores de números enteros, o М 

"vectores шепп las coordenadas de números enteras, elc.). Pa 
los procesos de ste tapo a Torma concreta del spacio Tie n tiene 
importancia. Supongamos que el dominio de los valores posibles 
consta de las olomentos (zy. T es el domimo de definición 
del proceso Eu oste caso resulta cómodo definir las distribuciones de 
"limensioncs fias del proceso con ayuda de las probabilidades 


DM EAE 
Es evidente que, conociendo estas probabilidades, so pueden delorni- 
devi o atacan de dimensiones fias del proceso sagin 


LE m 


4= Pa 
"rere 
Bo ro ane ME 
за рази IE а ia raten e RE 
A eig 


E 


a, ed 


Fa (Аъ An) = P EA a En € Ap). 
En lugar de estes funciones de destiboción resulta, à voces, más 
imode pela ls funcions condicionales ue ii En Para 


Fn Aze, ead 
зон tales funciones quo con la probabilidad 1 
P (By Eile, 
Si T= (0, 21, +... 


siones finitas 
Ty Aas до An) = P (Ee E Ae, Ès € Ais 

Es EAn o En € Ams Bon €4.) 
itas ату pueden prolijarse con ayuda de Tas distribuciones con- 


P (Bs € Alka bs Re s Fee Er): 
P {Ba € Alkor (r e ue Бан) 
mre 
epe ripis olm Tutti ав а э, 


la medida de Lebesgue on [U, 4), ol Жш 
08 determine por la ды proceso E (^ op para £ £10, 4] 


i >u 

% исе 

Las disptbucioaes de dimensiones finitas del proceso (ol espacio (исе 
del proces se compone de des puntos: 0 y |y se determitan pot los 


to. 


he 
[PEN 
AI = O, oo ee (ы) = 0, E U = 
= == — 
para 1< 
Рф = O, <, Ê (a) = O) = 1 — fai 


[IT LT = 0) = л. 
Bp tados, log ом restantes P (EG) m is sc E) т) 0 


[M Ea hag 
Pr tin) A us DEEP 
КОЕ al рв on lie 


оймак Baie e 


per mises 
WU e gei dir 
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Lau 6, están dadas mediante la igualdad 
PEUS, Ela «ss EI E) 


Esto proceso describo el número de suceso ree qui e ын 
durant iem particulas cósmicas 
registra 


„жо 


de Poisson puede construirse del modo кте. Son 
игені de magnitudes Independientes no negativ 
las, para las cuales 


Pin) 


sin (m pua ese, e = O para c, entonces la шл 
E 
ta- 36-2 9) 
AU 


atr un memo de Pomon (la te fórmula define pris como 
Ara función de / o. ya que de о dependen las masnitudos 

recen d crimen puro. Supongamos que na. son lay 
mir que en apio anterior, у Ay > O 09 un sión para da 


XEee 
Un proceso del tipo 
A 
0-7 (I-A. 
БЕ 


a 


зе denomina proceso de crecimiento puro. Las incio muestrales 


ГЕТ EI 


< tas que tienen la forma 
tp Eir on m RR — 


(n 


El proceso e) puedo servir do model prolabilistico de los fo- 
пандер de Надо b de movimiento ао оао (ts wee de ls 
coordenadas de una partícula en difusión) 


medibles. Un ракою aleatorio 
o boreliano T con el apatio (шко A 
edible, ) Se sedile respecto “do i 
Y, чоне ligera de conjuntos, bore 
S'as la -álgebra do los sucesos del espacio pivbalilistice ҮЗ 
Фа cual està definido el proceso aleatorio! E тый Quo Para 
fodo conjunto oceano A c X 

(E e): o) CA) er хе 
(А producto de los c-ilgebras % y 2 us una о: дени minima quo 
line los созш Å X 3, dondo D CU, S CO) i 


5 proceso f (uj ex edible para caw odos los o Jas Tun- 
siones mutstrales E (^ 9) során Tunctoles horelanay de T. 


Uu preces quo же construyo en el (согыша de Rolmogóroy sog 
los distlbutigues de dimensiones finitas (véase p. 9.1) do scri It 
о, Surge ten qué condiciones. puede conste ну 


preguita. 
proceso melihle según las distribuciones de dimenstonos finitas dadas? 
Мариот wo de da voción Че equivalencia estoeástiea de dos 
Roger astas dicha edn se отсто de [n побит do equi 
estocástica en amplio sentido introducida en el p. 0.1), Dos 

0) y 8500, definidos en ил miso espacio probablilstleo 
n un mismo conjunto T. se llaman ciuloglenies ei 


РЫ (0 = 60) 1, vier 
Es ovidone que los procesos equivalentes estocásticos tenon distri- 
buciones de dimensiones finitas iguales. 

¡Teorema 1. St un proceso E (1) es ertocistico continuo en el conjunto 
boreliano T, entonces eziste un proceso medible & (1) que et elocdetica- 


тенета a E (0. 
sla proceso Ё (d 9 puedo definit como un Lote do Js procesos 


n (O = Es). para £ Elinan faatu, donde Ina €T Y máx a — 
tex | > 0. Para aquellos pares (t, o), para los cuales dicho limite 
no Riste, suponemos que E (9) = ©. 
Соо SU Eo iene Piano on E 
punton de discontinuidad, estate un procer medible V (0 que ei esto. 
патите equivalente a € (0. е Р 
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qua, Me asa algunas propiedades importantes de los procesos medi- 


REA s ved 
fetis ted sun тәре агар 


físico X del proceso en consideración. Si 
Miel, BUDE << s EQUES ome Vis «< I EAS 
omtoucos la función 


h) = Me o EI <<< 9 a, E 


medible respecto de ®}. 
En pertieular, todas las funciones de momento de un proceso mo- 
ые зой ютен, 

^R (2) es una Sanción acotada у х tracmediblo, on- 
tonces 


) t. Bla өл 


existe para easi dns los ө, ема intogral es una mugritud 2- 
xj (t gs юра È мүн. is par 
i 


меу 


(esta afirmación es un corolario del teorema de Pubini). 
e Si es que M үи, o) <o, у | MIE, 6911 mo, емо 


cos pari casi todos Los ш е 


ts өш. 


б) pertenecen, con la probabi 
es decir, 


пора) en) 


Designemos mediante x (g) la funcio 


— ро 
: 
осмона {ошо}, 


definida en las funciones escalonadas g, dadas en [а, b]. 
Sean ahora: i — a} È (û aj, * = 0, 


mu 
s -s ay ss unas magnitudes aleatorias Jadopendientes igutlionte 
анмаг em (0. ME е Eos ce Eno <= umas magnitudes alo 
Чон» que uo dependen оа de ln QT, ni Llamo de Wa Thr 


ae эч 


para las cuales 
меб ети? 


ilmeión establo simétrica сон el exponento р). 
fa, 8] un proceso aleatorio 


donde e (ij = 0 para £< 0, e (t = 1 para t f 
Como que v (A) es una función escalonada еп le, bh, queda defi- 
nida la magnitud x Ok). Dado que ур (+) es una fuución alentono, 
entonces también x Go) será magnitud aleatoria 
Una condición necesara y Suliciento para que se cumpla (24) 
consiste en lo siguiente” para todas las 3. positivos existo el límite 
90) lim My бу) 
que satisface la correlación: y (0 +) = 1. En esto caso 


ME 


colones 


0 


VO) Mex (. 


да también la funcional 


емер {1 j toena}. 


les caracteristicas 24 (Y) y y (e) están ligadas entre sf 
‘siguientes correlaciones 
© (9) = Jim My (vn). 


ws es una sucesión de fonciones aleatorias en o, 2] del tipo 
vi 
м), 


д 
"meu 
—Á——— акад 
intus ne = e 


22 


м) (t 


2) si EU) ез un proceso continuo estocóstico, entonces 
x)= Иш Xen 


donde Ph es tal sucesren. de funciones medibles, que 
TOS 
Bxaminonus a titulo de ejemplo el proceso de movimiento brow- 


niuno w (D- Para tel proceso" 
4 


de dondo 


р 
lo conjunto numerable de valores £, хе puedes 
sobre el comportamiento de las funciona muestrales y 
Ya que el valor de las distribuciones de dimensiones finitas permite 
determinar las probabilidades sólo de aquellas sucesos (asociados соп 
sl proceso aleatorio) que зе determinan medianto os valoros del pro; 
el conjunto numerabile, enton recu ШЙ 
las probabilidades de talos sucesos como 
discontinuidades de segunda especie), el 
carácter acotado o la diferenclabilidad del proceso aleator 

"Sea ÈN ип proceso alestorio con el espacio тенсе X en el espaclo 
probabillstico (0, E, P] definido en el conjunto T. Se denomina sepa- 
Fable, si exivten un subconjunto IC Т, numerabile y denso en Ty un 
confunto A € S, P (A) = 0, talet que para todos los conjuntos cerrados 
Ре Ху para todo intervalo (a, D) 
lor Et, EL, r£ ON 
(50 EF, tela f) NT e А. 


o de separabilidad del proceso, 
esu aleatorio numérico eoparablo en 
entonces 


ries. 


тз 


Heels ques чь. al pasar a һә prices ratore entes el 
proceso slempro puedo Ls traslorpiado en separable. sto lu comica 
el siguiente teorema de J. L. Doob. a 
ma 1- Supongamos que E (0 er un precem aleatoria con el 
capacto (ач X que es un espacio «шей» de dimensiones finitas y sea X 
яла cierta delecti compacta de Y. | v et cum crate un proce w 
QUE E D өт bs е 
(n 
"Como X es ua espacio compacta local, dicha dilatación compacto 


siempre comte. SC por ejemplo, Х cs wa octa, eitncer con l 
йш фе aer la llocs сира ex necesario adir a X hs 
pintas m 

E 


оз 


"ү идо 
3.2. Process continues. i suponemos que (Fr. 
goto tole da ei eon Vales de A dnd eu T 
AA esormda, por conjuntos ciliadrice, mientras 
A Шы (шеек conti ев eon ты 
a Poo nce a Ez. Por ll 


Aqui, Г os un conjunto de separabilidad del proceso, La 

habilidad es la de las funciones muestrales continuns. 

funciones muestrales de un proceso separable sean conti 

probabilidad 1, es necesario y suficiente, que para ciorto conjunto 1, 
jorable y denso en Т, so cumpla la Correlación. 


(Лб, J (reme me Lec 


кер 

Ate rin кашы para эв compró e socio 
к alas Y. eo Compra 

ppm Xr NE 
licenter de continuidad del pri 

"Teorema 2. Sea E (1) un proceso separable dado en |a, bl. Si existen. 
а> 0. В 0 y K tales que para cualesquiera t, х € la, | 


м-т ки, 
entonces E (0 ез continao con la probabilidad 1. 
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imos cómo se apli i 
continuidad del proceso de Wieuer. Para ésto, cuar 
mitad w (0 — w U) tione distribución normal con 
Varianza £ — s. Por esta 


| یہہ د > س ما 


ES 
Taps 
ee" gy [iet mae 


Las condiciones del teorema de Kolmogórov qued: 


«> 2, б=ф— 4. Esto quiere decir, el proceso separuble де Wieuer 
es continuo con la probabilidad. 4. 

33:3. Procesos sm anpa de segunda, pecie, jag- 
mos que en el segmento fa, proceso E (i, w) con y 
cin fisco X que ee nn espace euclideo de dimensiones finitas, Desig- 
nomos mediante D wn conjunto de funriones y (0 con los valores de X. 
determinados en la. 6], para las cuales, © la, 1) están definidos. 
los límites a la derecha, y con £ € (a. b], los limites a la Izquierda, Las 
fos segunda especie. Para 

de segundo especie, es 


Jm rmi min (Iz G)— 2 (0). iru) mz (Men n. 
[КЕР НЕ т" 0100—0001. 1 4 
Baan E (i vo separable ¢ 7. un conjunto ie separabilidad. 


Entonces, con la pesbabilidod Y 
К min (lt, E(t, oll, м. 9) —t(e ole 
scii ai br dh Gall. по. EG SIT) 


mío (I (s, o) Et, oM), И, 6) L6 ©). 


- р 
Eros ED 


dades 


TA una, (em 
sete oti 


Con el fin de comprohar Ia pertenencia а D e puede utilizar el айе 
йе oscilaciones de la función. Se dice que la unción т (б tione e 


E 


la, û] no menos que £ e-oscilaciones, м existen 
Ma. е 
PE 


Para que 7 (21 € D, es necesatio y suficiente que para todas les ¥ > 0 
la funeión e (y lenga en (a, 5] ua namero ийа de ecusclacionos. 

SEE U, ш] үз ит proceso separable е 7 es wn conjunta бе separabili- 
dd, enlontes E1773) € D con lo probabilidad f, si para odo e >> 0 
EG 0) беле con ln probalalulad Û vn одено (ito de e-oilas 
n] Soa 7 = U fas donde Т, ex una ancemán стеле de conf 


finitos. SÍ vg os ol uûmero de e-oscilaciones on Г, y vf es el nûner de 
coto ABE ga oy co ied md 
2, emi d RN 
PEE prre ries 
fue 


es puntos iy 


e e compran сүң бейи is 3 

eorema 3. Sea } ( un precem separable ен el segmento la, bl, 

para el evtl eriten 4 > U, BS UK Tale que con 1e $27 
Mitt — ÊDI Ê — Ep e кш — n 


En gte sam, con a piat 7 а prm Lv ше dirai 
|i rcm түүн 
ни samite ua proceso a Pout dol picto 
motro a. Para esto proceso las magmitodes E (u) — £6) y &() — E(0 
Son dapes? Al car т ds tendrien ai 
MI (u) — E (i 1 8 a — Ê (A = 
CS IS 
om 
Do ede do las турым ӨН Soon qua compi, pu 
RN кере daurar pra ct 
AA de turi ce 
ТЇ cms үш ири codes ¿INES clle del 
proceso. Soa $ (0 cierto proceso. Designaremos con $F la o-ílgebra 
iia. ope өс и c жи шейи mul ЧЫ ur 
Teorema 4. Sea фил separable dado en la, bl. Si eriste 
e EUR e mis Punt 
ЫТЫЫ 
РЕА (O > еф < ч, б, 


entonces el proceso Ë (I) con la probabilidad 1 па tiene discontinuidades 
de segunda especte. 
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El último teorema es cómodo 
FA 
cual as magra E (h 

Son independientes para 1, = 
Facremontos indepcndiertes la 
dela орама FE (h > 0), razón por ja cu 


PUB >й} PAE! >e) 


Como wn ри muo estocástico será а la vez continuo y 
stocástico "uniformoinente, entonces, 


im sp P г y 
Jis сенд, PURGE c E > 


Jos procesos sin disconti- 
Tuneión de D. Боов 


muklades de segunda especie. Sea 2 (f) uña 
pop del, битем | 


TUAE Ian m by рога Ta cual mix (nxt 


mero de discontimnlades del proceso z (0, superiores э € >> 0, on- 
tonces 


= 
тєн D ж. m Па (anha n 
am 


donde. xa us el indicador det conjunto A. Por ello, si el número de 
Потоп оен del proceso aleatorio E (f. o), superiores a t > 0, lo 
бейте con Ya, entonces 
^ 
муе lim У) ми m (U$ (nai) нюр 
за 


ТЕСУ 
la È ree nl > 


continuo, es 


que el proceso 
раға tode € > 0. Asi 
dos la probabilidad Y 
i suficiente que para 


h 
на Y Paed Eln >= en 


Lr 


pem 
probabili 
ded 4. 


E 


34. Continuidad absoluta de las medidas 
correspondientes a los procesos aleatorios 


злы, Medidas des а los aleatorios, Supon- 
sons que Ee кеде aleatorio dado es el punte Y ШЫ 
espacio fisico X, F e» ol espacio de todas las funciones 2 (0 dllui- 
$ eu Т con tos valora de X Sy es la o-dlavbra minima do lo sul 
Conjuntos Рр ou Ja que están contenidos tados las conjuntos cilla 
Sos? La medida ug. definida өп Ey por la correlación 


A= PELEA), A 


se denomina medida correspondiente al proceso E (2). A veces, en lue 
gar de Гү se considera ойго conjunta tal de funciones (por ejemplo, 
digne a in ра do funciones medibles, ОТ que en espacio de 
[unimos ми discontinuidades de sega e que es un aspas 
clo de fanciones continuas) que las Tanciones muestrales del process 
pertenecen con la probabilidad 1 a este conjunto. Toda lunción 
$2 9) € r-medible detormina cierta fancional del proceso, o soa, la 
magnitud aleatoria о (2 (-). Supongamos que con la probabilidad € 
el proceso pertoneco à Dp. Aquí, dichas funcionales során, por ejemplo, 


OS f He, OV. 


donde f (t, з) es una función acotada medible, 

Conosiando 1а medida que corresponde al proceso, podemos detor- 
minar la distribución de cualquier funcional del prucoso, Con esto 
objeto se puedo recurrir a la fórmula: si q (z (-9) es una funcional 
cotada емле, entonces 


IS 
» 


Ror oso, para tova (дейин q (e (V) Er-mediblo la funció, caracte- 
ristiea de Ia magnitud р (E (-)) se definira mediante la igualdad 


Me eene (одан 
„ 

9.4.2. Continuidad alsoluta de los medidas. Una de las cuestiones 
consideradas en la teoría de las medidas, correspondientes a los proce 
Sos alontoris, ез la de continmidad abtolita (a singularidad) йе anas 
medidas. Ho aqui algunas definiciones necesarias. Sea X un 
sa el als ha eswed la osa. de os subconjuntos Wi Bl par 
(Ky ®) se denomina Орао medible. Supongamos qué en (X, 8) edm 
dados dos medidas y y v. Se dice que la medida p a abrolulamente com. 
tinua (te denota и Ж) respecto a la medida v. 2i (AY = O para. dos 
dos A € 8, para lo cuales v (A) = O. S1 p ууу ж п, ale бы 
que ў У hon нште (or denota и ~ i. Las madida] ji y v son И 
Euler», Ben ortogonales fu Y) al тше Jal endo БЄЙ que 
ISI = 0, v OSS) т 0. Cualesquiera que sean Y y v, slómpre es 
obe трение Jo =, Т р yl o do 
MLY Ур 
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Teorema de Radon-Nikodym, Si y y y son medicas fini 
< у, entonces existe. tal Junción B-medible p42), que para f 
А CU se verifica 


Г 
pz 


MELOS 


Vacidad reciproca de las medidas; 


Bon el 
зе calculo la densidad de una, 


lida respecto de 


а ы-ы 
e e 

e Беды, ra 
e de Poo e M dde 


ый еген ЁШ 
лей (son Сум шшк, no tle- 


ou medibles, donvables, 


“ 


ima propiedad. St, además, se conce 1a деней Gt), enton- 


т 
ж» el cóloulo de Ins csporanzas matemáticas de Ins Tuncionalos dol 
proceso E (+) se pudo rod Je de las esperanzas matomát 

Bax de 3 funcionales del proceso Ea (+), haciendo uso de la fórmula 


aa MENE 
меш CD Me CD gae CD 


p 
cionales: 


Ply С c Me Mo Ф 


mula регине caleular també 


istribuctoes de las funi- 


ae 
à 
= Se, o (0 a CM re Ga CO) 
м [ow 


Чом Xie, xı es ol Indicador del i 
Sie hi establecnd que pyy L Mga Y enti 
S, para ol enal pa, (8) = 1, pag (Ху = U, podrian 
siguiente probloma estadístico, Зе observa un proces È (h 
tuyas distribuciones de dimensiones finitas «e Чооон 
nis que ln medida que corresponde a exte proceso es © qi 
iss Ex necesario determinar, sobre la base de las obser 
estas dos medidas corresponde a E (0. (P ‚1 detectar una. 
si fondo de. К к 
puro, jig, е 1а distribución de La señal con el ruido. fis necesario de- 


з» 


derminar, a baso de las leervaciones, si hay ө no señales). La solución 
del problema es, evidentemente, la Siguiente st E (>) ES, considera 
mes que ну = ир м EC) E S, entonces тр = рр. 

243, Continuidad absoluta de las medias correspondientes los 
gruesas leales. Supongamos que Ko process 1 tán edo 
y sow estocásticos continues en el conjunto Т y que 7, os tal sucesion 
йене de сөм бише que T, es den en иштик 
medianto Ex, la o-álegbra generada por os conjuntos cilindricos con 
тә basos on Fy: Si T, = s < xs fas, entonces los conjuntos A 
do Ey tenen fa forma 


[TT 
donde By, es un conjunto boreliano arbitrario de JU (es decir, 
de uu espacio cuclidcono kdinensional), (ry ..., г) os un 


Punto da ena espacio de coordenadas 21. 
Denotes con pj Ja contracción de ln medida p, en la 


Фй ма ry. La medida Q^ se determina univocamente por 
la función 


Phy eon trs c Aim P UDE An, ones Ea EAE 


Tienen lugar las siguientes afirmaciones. 
3 ai pi, € Fy: entonces para todo s. wj» 


+ 


Le 
ИИТ 
СЯ 


sondo өп este caso 


E 


D 
JH. censes tet 
"ni; 


2) ма Bj, una o-álgolra engendrada por las magnitudes 
alini), tof, ...‚ En. Entonces 


E denen (Fi cuc 


3) supongamos que para tado s existe una función g, tal que quedo 
cumplida (1) рага tados lo» conjuntos borolianos Ay us Ann 
de Hi. En eslo caso, con la probabilidad 1, exire c lito 


УД 


p lim en elt: 


si con ello Мө = f, entonces py, € нца Y 
Lo — 
TA Gene: 


4) supongamos quo La funci 
= Ga ld: + DY 
integrable, entonces Mp = 1. En particular, esto quedará cumplido, 


el para cierta función y бу, para la cual y O) t + оо соп: + о, 
sup Moy (Pa) < е (por ejemplo, para cierto а > 4, sup Муң < o); 


$) supongamos que las funciones gp, que satistacon (4.1), son 
ax E ese emo. (sca ie al hoa 


positivan. En este caso, con la probabil 
pi Vm rs nd +++ P 
Si P (py =", entonces ja, р, Y 


PT n d e 
[12 a 


укм Supongamos qwe Es (0 
donde ir (Пек un proceso de Wiener, 
400) = 0. Mailemos Jas condiciones 


Y d 
ia ROM 


TSE 8) 


* «(1 


g» 
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La última condición lleva a la Existencia de la derivada e (0, de 
cuadrado а у, еп oste eas 


d CE 
m3 fe) tafe (8) 


. (|е 


ҮЛ 


(la definición de ема integral se da en cl p. 19.2). 
De este modo, 


1 А 
еони р шга}. an 
‚ 
Como [emen es una magnitud distribuida on conformidad 
1 


con la Jey normal, teniendo la media à y la varianza | уа (feat, 


entonces 


vm 
aded СЕ ad dox йаз eli TU e cd 
eR aS meto I 


el segundo. miembro en (42) nos da la 


Capitulo 10 
TEORIA 2: 


10.1, Espacio de las magnitudes aleatorias de Hilbert 27, (0, ©, P] 


10,1.1. Delinición, Convergencia, Una totalidad de magnitudes 
опаа de valores complejo: E, dadas em el espacio probabilístico 
10, ©, Y), con el segundo momento finito M | $ {® << oo forma un 
espacio lindal normado de Hilbert Za (2. S, P) con el producto oscalor 
[21227 an 
atro n e. aa 
ida de la morma ve doten 
rias de La 18, 3, P) 
p nm 18-а 
Las magnitudes aleatorias E, pertenecientes a Ly = ж; (0, 2, PY 
so aaa senado aleatorias de Mir. 
udes aleatorias de Hilbert E y y, se Haman ortogonalos, 


y lo norma 


la distancia entro las magni- 


» MÉ 

T qoin citada de LLO, 2, Ру da en vigor tame 
ore situación más чыты pars oe ое aleatorio iyos valores 
Хе onenenran on el сереси) completo medible de Hilbert de n eia 
último caso En кіло a un producto escalar еш v, | Е 19 = EE. 


Ta convergencia en el барал az 10, ©, P) че determi en da 
redis cuadrática: e 
$9 de 15. EN 
lim M ifa è? 
convorgootia an media cuadrática (me) proviene la con- 


vergencia en probabilidad. Lo recíproco no ex cieri 
No obstante, si 1 En С ме Za емее de 
$n en probabilidad proviene también 1 


convergencia, de 
le convergencia en medis cuadrá- 


[os 

10.1.2. Covariación, característica. Una función nle- 
atoria de Hilbert (2 2. z £ А) se da por la totalidad de magnitudes 
aleatorias de По È (r). dependientes del parámetro з, que toma 
Jos valores on cierto conjunto paramétrico “E. 


za 


Llamamos covariación В (r, y de mua función aleatoria de Wil- 
tert (E. e € E] шнш 
пи, MET s. yE. 
La отин 2 (a, y) on па боса pesi vomento definida: 
Ў ses pai o 
м 
para шетш a > f, а E у para os mete conplojs s. 


Ў вав sons] Ў ой» 
m ES 


La delnición positiva os una propiedad característica de la co- 
variación: 

Teorema 1. Para que la Jaén B (s y) sea evuricional а nc 
sario y сен que so penilen menie dejin 

ы propiedades de Ls Танаа aleatoria: de Hilbert expresadas 
сыйып ds as propiedades dela fuco отагасы sl lama 
propledadales covarleclonales о los de segundo orien. 
10.1:3. Contiouidad de una función sicalara: Sea 4 un espacio 
тийш con ln тика ре 

Definición 1. Una (вреба aleatoria de Hilbert [t (2), x € €) se 
llama continua (en media сымда) vu el punto 

Mi EG) — Legi O para рш zy) Û 

Teorema 2, Para que i (2) sea continua en el рим zo, s nacería 

y, "eficiente que la eorarlaión B (e, y) = ME (e) È (p) ме continun en 


MTS 
‚ым. Б, covarisión 2 (z, y) e» соні eu todo punto 
debel i d eA IR m ema uns e d Pa 
[2 pa LEA 
Кылмыш que de I contienda ба т е do na fonda ah- 
M т кун» TU CETTE 
MO бирта de шы emn ale den m 
= is er шага al 
Definición 2. Una función aleatoria do Hilbert ( & (r), z € V) os 
a d paira i 


Eolo. рө EU s so ACA, 9 


tud aleatoria Ex) se denomina derivada (m.c.) de la 
funció дота E (s) oa & poto ze 
Teorema 3. Uns función aleatoris de Milbert (È (r), z € (a, B] es 
деа ел todo panio ту del nterosio (а, Ph cuando, y slo cuando, 
тиш? la derivada mizts eneraizad de segunda erden de la escariación 
үз 
E ley 


В zh) Ваи, zo) +B (ao, эё]. 
ЁЛ 


Em osto cogo 


۽ کی ج ج 


Moto PE. 


Integración de una función aleatoria. Supongamos quo 47 
scio ico separable completo con la medida о айа 


m GÀ) luto Para a función aleatoria medible ( 0), s € A) la 
ние de Lebesgue se determina del modo sigulente 


{еннен ann вз 


donde t, (z) es una sucesión monótona no decreciente de funciones 
aleatorias que toman wm numero finito de valores y son tales que 
m иш En (2) con la probabilidad f, 


Observación. Lu integral. de Lebesgue (1.3) puede definirse tam- 
bién como un mite (en m.c.) de las sumas integrales lebesqulanas 


[Ияш Удео nian). aa 
3 = 


donde 


ДА nean 
текот 4.51 а дие амир 


pe Am (de) < = aa 
y т (X) < eo, entonces para la función aleatoria medible (t (p) €) 
Vd, cor ia prehetilidnd 1, i intagrel de Lebesgue (1-3) que puede 
pin pd i V 0 ma pare al vc e 


xj к мет} Bi, rm ds). 


corolario. Supongamos que las funciones Jj (y (m 4, 2 pero 
tenesa ЖУБЫ P Y el cumplida la condición (LS). Eb este 
or ie pbi ара 


lidad A. existen 1 


we ntn an. 4.2, 
x 


зиз E 


i 113986, DEAD mid mid. 


ipropia (en m.c ) se delne del 


PE id 


TS 


Para que exista la integral impropia (1.0), es necesario y sufi- 
ciente quo exista 


CILE 


10.16. Desarrollo em series AA) 
qoa funcion, alstoia contia de Hilbert con i covaación D (a, y 
De acuerdo con la teoría de las ecuaciones integrales ol núcleo В (т, у) 
puedo ser ы ao us тен naliona onto eon etate Ss 
Jus fonclones propias q (9) 


bene X 


a (n un 


dondo 


А ‚ 
jos frs Don as: f ostii temi (48 


con la particularidad de que los wümeros propius A, son positivos. 


Hagamos 


t | rias m 


Entonces (véase el corolario del teorema 4) 


mafaa f j Bir йт» (e) Fa Gdr dynam (L.1) 


aan 


n 
мио f Be ne nam 


Do sport que Ia sucesión do magnitudes aleatorias Ka, A > 1, 8 orto- 
Bonal 


am 


€————— 
рт осы р-н ne 


te= 2 Ena s «аа 


que converge en Жу con tedo z Elo, BJ. 


qt А STE moo orgona de 
MUT oda 
ais pd la E, de lator o 


Y ración. la función aleatoria & (z) temo distribución gausia- 
ma para todo z, las magnitudes aleatorias E, en ol desarrollo (1.12) 
2 ebi e independientes у la sere (1.12) converge 

Miei Т. dl movimiento browniano £ (0 en el g 
mento 10, 1) con Ç) = 0, МЕ (A = Û, р (0 ч Гу (о з) 
meni Mr "ui 3 ede petas en Ton de à tua 
E 


tueri i — ل‎ 
me (x). 
iere 


102. Medidas ө Intogralos extocásticas 


10.2.1. Delinielón de la integral сосна, Sean: (Q, 0, Р) un 
Dia, $ ceo Cepsa y за Ао de los 
шымды de E 

Una familia de mogustudes alcatorias de Hilbert {$ (3). ACM) 
que satisíace las condiciones: 1) 3 (4, U Ag) = C (A) + (д) X 
ENSE SOIRS ЕКЕ 
D PS, ha stie de o count ка i (д) =, (д) = 0, 
1 фида medido esos л. dice qi 
Hop 43 

Vlog teles de e madida емөсёмка $ (8 so деринде de 
la propiedad 2: ME (3) Ê êş) = бм y figi G. 

рор раа iactu ey e мыз medida elemental eu ме 
adii e тш or ыгы мий: m (a) MT Ê Tal I O 
Er pir eai = а Каш Er 


па. $ 
prs t 


La integral estocástica de una función seixilla/ (2) 


3, El, doliuada en Æ, segun la medida estocástica elemental $ (4) 
se determina mediante la correlación 


j reatan= 3 atan en 
A 


E 


Supongamos que la medida elemental m (A) es semidiiva 
por slo, puodo ser prolongada basis una кейн completa (E, 2, 

Tntrodazcacos un espacio de Bilbor Ze (E, Фу m de las fh 
ciones que por producto exalar tienen 


U. a= | потта. 
Definición. Una int estocástica de f (2) © LE, 
don 


dida a la medida tica elemental $ (A), se 
correlación 


ИТ 


para una sucesión arbitraria do funciones sencillas, (2) € a (E, 2, т) 
ie que 


a. f шю (27 


и tmn н m ол 


Teorema 1. Para una sucesión arbitraria de las [unciones fn (2) € 
rom) als que se cumple la condición (2.3) tene lr la 
correlación (2,2). Para cualengutera 1 (2) у £6) de Za (E, Lm se 
cumplen las igualdades: 


[елене f ranan {шц ша, ea 
donde а, B son constantes arbitrarias; 
SS — on 


Observación. La igualdad (25) significa una correspondencia 
isomótrica outro” £y (E, 2, т) y Za (0), que es un espacio de Hilbort 


de las magnitudes aleatorias y= ÛJ (e) è (ej, dondo /()€ 


Ly (E, 9, т). 
Cy d corralacióu новина que existe entre Z, (E, 9, m) y Zu C) 
so a puode tomar de bass para d dto! deci 


ion La una clase de todos Jos conjuntos A € ЗУ, para los а 
„исан, de loo энш" 


ES | ien es 


i daten un La, satislciento a las sgulan- 

quias medida ortoganal өночыка масне a ls siguen 
o T Ü an= X Cas. 

н Ancla y An Arm s cuendo k r 


3) MEA CU) m ANB), 4, BEL: 
Әса а ACH. 
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Teorema 2. St una función estructural m (A) de la media еш. 


ea elemental C (A) es semiaditivo, entonces (2 (4), A EM) puede ser 
prolongado harta la medida анаа ft (4), A € Lo), con la parti 
cularidada de que 


estocásilca o 
шй en (E A). Hagamos рыз сш Er 


маш (xa лед, лєт. ев 


4. Entonces, A (А) es una medida estocástica ortogonal en (E, 8) 
con 15 función estructural 


ш-{ сш n (a. e» 
2, Sí f) € La (0. entonces f (e) g (2) € Xs (т) y 
[оола Û әк. оло 
3, Si т (A) < оо, entonces. 
ttam f مد‎ EN [3 


4, t T un segmento ful o Infinito do qna meta ceal y sum B 
qui байр» delo subconjuntos Borelianos де y, uon medida de 
Lobos 

"9 геа 3. Para la función bereltana g(t, 2) € Z4 (EX m) у 
«ЄЎ» (м). para toda £E T, la integral аита 


to ee ntun мз 
se puede definir como función £ de tal mode que el proceso $ (0 sea me 


p 
5. Si к, 0 y A(N son las funciones Dorelianas, 


а | 


aman <o, мота m 
‚өөө 


fro [ee ota Î tas { эшда. Qua 


m————: 
«m «0,004 rm iet набито impropia | hart dd 


eu ol sentido de convergencia en SF, (n). 


б. Sen (E (0, t Ela, 2)) un proceso con Incrementos ortogonales: 
MECO MTI 
Rer орет 4 Pe o a pertenecientes а o, 1), ан 
MIE (O —E(GP- 0, cuando s t t. 
Sea ЗУ um clase de todos los subintervalos А = [4 4), a < 
& h <fa < b. Determinemos la medida estocóstica етше 
Us to) EG — E a 
con lo función estructural 
m tm MIE E FU PD i 


donde 
ют міна Er Ban 

Ka función Р (hes monótona no decreciente у continua a la izquierdo: 
Por osta tnam, ln unción Роа [2:0 admite una prolongación 
a med D. Par eodem, gued 

a ana integra esto extendida por el prece 
д care por media de 


Son incrementos independientes y exa del 
Ja igualdad: T + 
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boroliana arbitraria y (0 € a (P). La definición 
(218) quedo, también en vigon para à = em. 
Totegral estocástica "extendida a una medida vectorial. 
stucásticn se generalisa рага, Ins medidas 
8 ORTO 
(ortogoral! vectorial 

m (A) = (mj (А) = MECA) C* (3) (m3 (А) = МА CAYERA). 
1< jy E р), satisface laz condiciones 

BLAN Dee E05) E (шой P), sl A, Ae о: 

2) MAAN дә) s nA DAD: д, EW. 11, 1€ pi 


9 MIG ае MNA) 778) M 5 TE (ди o. Cg) 0. 
© 


Tagumos m (д}=®р m (= Ў) м} (A) 
Li 


Ela taza me (5) do la matriz өт (3) өк una Sanción seminditiva 
en 0, ontoncee m (A) pueden prolongarso hasta las funciones numo. 
robles aditivas de los conjuntos en (E, 2Y La medida matricial com- 
leta p (6) en 18, 2) poseo la propiedad de que «чы речено 
аз. 


„Хатта амі 


aya Poo 40 


à 
a 


para cualesquiera vectores === (5), af. 
[Pa 
Aquí, {9 (Aj es un vector fila de componentes D (A). j = 1, 2, . 


zf y todo Ag. 


нур 
Introduzeemos el espacio 0. (2 funciones запоев 
1) Ў exta, Ax CI, con el producto escalar 
E 
в d= ¡ar tan 


A continuación, determinomos el espacio do $ (D-vectores 
aleatorios y= S ent (д). Ay €R, con ol producto escalar (т, тае» 


май, 7 
Ta tinumu (en el sentido de convergencia 
de magnitudes alvatorias 15) se designará 


сз del espacio 
we zi yel 


уйше уге (m). medie, Onl. 
тоци 1 Les 
ме оо У otn ew 
E 


Mee paro (r= Ў едь, (9 uma aplicación nomütria = 
NÛ) del spacio £ (n) sobre Ж} C) ide ser prolongado 
tender omita Ner lU). de Ут) ste 
Ilo el vector tor oni) lo mam integral 

prd 


— mezm am 


едадез do integral estocástica moneionadas más arriba 
au 


nes aleatorias. 
илише, "que esti dade una función aleatoria 
vectorial” podimensiomal dpi), ZEX), cupa matris de е 
pe IE 


MAITE). 1c). KE p, admite la representación integral 


es ram | км FTE m d em 


donde m (A) ex una madita matricial positivamente definida en 19, 3 
eon me 0 = Sp m (u Y E (ry и} ev mm unión escalar que satisface 
Tas опадает My d (zs Є Za (8 8, маў para todo a ESC: da 
familia de funciona fë s, ч 2 EE) ar completa em La (8. ®, mol 


в 


En este caso existe tal medido vectorial ortogonal estocásica 
[I WIN a unción meras! ешш m (P) = 

Mb un Es (В) que, em la probabilidad 1. para todo т ln función 
aleatoria (E (r), = € Ж) puede ит representoda en la forma 


зо f ee оаа. (223) 


Con ello, la medta stocistica (2 (В), B € 8) está subordinada a la 
función aleatorio (E (s), 2 EX) en 4 sentido que t (B) € УР) para 


todo B EW, 
La medida estocástica (E (B), D € 31) se determina con la ayuda 
de una corresponde iea entre los espacios Zy (D y Za (e). 
рага la cual 
a) E (z) e кш, u), E (B ae xg (u); 
D Sl my ce h (û) (en 1, 2, entonces 


т= | zas Munt Û 1, TT m tdu), 


403, Enrapelación lineal y Bitroción 
de las funciones оона de Hilbert 


Susp medie Р 
el sentido! de conv 
Montorias (f ten, € 1] y de unan c 
EI espacio de Hilbert Zs 

espacio de Hilbert Za (£1 о, P) 

өг definidas on $1 mismo espacio protalilistico básico (9, 0, P) 
dende sá gra la familia do magnitudes aleatorias de Tilbert 
а mejor. tesa (estimación) lineal È de una magnitud 
plenaria do ife ТЄ Уз ШШ, o, P) en el opacio 7, (t) s ER) 
So determina por la conditi 


MISGI < M I —1* para cualquier t€, (00). а. (3.0) 


La condición (3.1) siguilica que la estimación admito un error 

medio eundrátieo minimo. 

qu, со de араа de ets deduco que el clement 
ез una proyecelón de { on el subespacio Z, (E (x), = € ЛГ) y se do- 

лына de ойо onivoch (nod Р) mdíanie 2 Оа de cocaine 


[o 

MEG eM ш. nex. өз 

їз eror melio condrítco 8 dela igualdad rpozimado Ë ıı £ os 

er erre tp rs 

tor E mbespacio £s (E (z), z € АС) y se expresa mediante la fór- 
E 

IMEI e» 


ЕЯ 


En particular, se cumple la condición de estimación Insesgada: 
Mi-wn 


La mejor estimación lineal Y, determinada mediante el siste- 
ша (3.2), es una función lineal de È (z) con varianza la, 


cu 
Sn 
pat timado rox t 5 ев el conjunto Y i 
Pa de 
Otro ejemplo do construcción de la n dela estimación T os sl problema de 
Eran ert pnta t a e 
т O tts mot 


of del идо. es decir, para el 1° dado Pace fala hole ls mejores 
aproximaciones lineales E € €, (2 (0, £€ Т) de Ja sefal (09). 
Por supuesto, la estimación lineal E 


AS вл) 


donde c (E (2), z € X) es una o-flgebra generada por In totalidad de 
magnitudes овоне [E 1). 2 €) 

EJEMPLO “4, Son dada una. 
atorins de Hilbert linealmente independientes (Ey. k = 4, 2, s» n}, 
La solución del sistema de ecuaciones lineales (3.2) ке determinará 


mediante la fórmula 
hE [E "etel 


вл) 


E ыа to 


шышы 


El error medio cuadrátieo 8 = M | E — {|* se determina por la 
igualdad 


MPO 2, Sea dado un proceso aleatorio c 
16 (0, FE la, Му en un segmento temporal finito con la función de 
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correlación 
ви, 9М160000) EET «(0 ME (0. 
rol у= (0, £ Ela, 8) puedo sor desarrollado en una seno 


= 2 ELI 8) 


Sk MEAE ener Td snp су 
Rapp inten nfi emiten y 


IET 


Fi esto casa la mejor estimacién lineal È зе determina por los 
relations 


Te J ale t= US us 
4 Mí. £ t 
tete M my fais od (540) 
ondo 
ROMER. 


iol rrt medio vundritico de la estimación se determina por la 
MEMI- Y) len. (an 

E 
El empleo práctico de las fórmulas expertas os posiblo ө condi 


y d que we concen les números propre у Las funciones propls dl 
меко f (f. 


Capitulo 11 
PROCESOS ESTACIONARIOS 


Un lugar de importancia ocupan en la teoría do los procesos ale- 
qose protonas nas cales avia de aua сыге саа quen 
Tivociabice co desplaremicntos del parámetro temporal o espacial. 
am ol caso mås general, los procesos determinadas caractericos dò 
fos cuslos som ¿varian reco de ciere erupo v semigrupo de 
СЕИ оаа 

A procesos de че tipo poseen ciertas propiedades de inva 
lidad y Wonen carácter estacionario Con la mayor Песне, n título 
ЖОО нис, Tevactntes respecto Ча ui tron seen) 
dado, de tronalormaciones. Intervienen vos memeo, o Dion las 
distribuciones de dimensiones Шай. 

En ol primer cat ve balla de los procesos estacionarios de «almo 
orden, sl 12 propiedad de ¡nvariación Ta poseen los momentos de és 
mo. sido (фей уе, La clase тыз Importante боола туею los pro- 
оопат do segundo vadam, Unenados Comurmedto procesos 
сонг en ample Sentido, 

QUe calidad do cargeterístcas invariantes se eligen Jas distri 
Воени de demons ritas, ls procesos creen te e dea 
nominan euacionarioe en estrecho venido. 


41.1. Procesos aleatorios estacionarios en amplio sentido 


11.11. Definiciones fondamentales. Sea (Q, E, Pi u 
гоа абсо fijado en el cual se consideran los procesos 
(0, t € T), donde T es uno de los conjuntes del tipo (— so. оо), 
j ос) (tiempo continuo o bien (0, £1, 2...J (0, 4, 2 
(Чоро фетиш, 


proceso d (n puede tomar valores en A! = (— ое, o) (pro- 
inr кем а lw en el plane complejo 7 (proceso escatar Com- 
Ж y i cies ral i dienslonalin 
тре Ies 


MI EQ para £C T. entonces ME їп KA ке denomina 
función de covariación y la función Б, a= M [S (n ME (DI > 
» ГЕ МЕ 0]. función de corrclación del proceso (E (0, (ЄТ). 

W Si EME E (N. ЫШ, о Ep). РЄТ, єз un procesa vecto- 
ríal, para el evel existen MẸ: (1) Em (D, 1, m=], E. entonces la 
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atriz C (t, s)= {erm U, 5). 1, m. E}, donde 
айы жыт йада; mieni 


Mt ERO 
ida. mienis que Т trit BA 
(вы ). donde Бы, еМ (OM, (0 
OR de correlación del E, re T). La 
БШ: de coach C. 5) rode ter remontada Тона 
CQ, n ME EA, 7 
donde el siguo de conjugación” significa la transposición del vector 
columna $ U) y el paso & las elementon complejas conpugsdos. U 
En el caso escalar resulta cómodo considoar que Es (9 = EGF, 


eni. 
жо alestoio (E). (€ T) se denomina 
cotcioars en amplio ados lu esperansa Bale ME (A a 


v slo depende dee 


no depende de /, y la función де cor 
diferonela (1 — 9), es decir, si 


ва, 


Bo aa 


Asi pues, si (E(D. ГЄ T] vs un proceso estacionario en amplio 
sentido, entonces el proceso (Eu (0, t € 7). donde 
Y» € 7 es fijado, tiene la esperanza. matemática 
A la de E(0 y la función de correlación В (0 = B (t. 0). 
La varianza de un proceso estacionario en amplio sentido colncido 
con В (0): M iE (O — el (0 — аје = B (0) 
da funciones de covalación y de correlación están entrlazados 
por la correlación 


А 


por consiguiente. para los procesos estacionarios C 1) = C t — A 
Si ME (r) = 0, la función de correlación y la de covariación coin- 
cidon. Más айп, «i C (0 = C (t, 0), la fórmula 


C(0 = B (n aet 


moves que sin perder la generalidad де razonamientos podemos tomar 
x de coser un proceso em epa тира mula, фон 
pre podemos posar al procen To (0 = E T0 — ME (e Dir e 
уус 085 ар 
ados os procesos de tiempo continuo consideradas en еме eapi- 
tulo se supone que son continues a la derecha de manera media cundrá- 
Чо inch e deci, 


а MIE 00.067, 


Soan (E (0. 1€ T) y [n (A, £€ 7) unos procesos estacionarios en 
solio ido tuyas lote de creación sen (3 Bn йет 
pectivament 

Definición 3. Los procesos (E (1). £ € 7) y (n (0. £ € 7) se Haman 
Mandos de manero нола Н cs Мөл dp succi йрт 
ха Bp, (0 = ME () w* (2, sólo depende de la diferencia (t — 1). Con 


в 


qua motivo 840 y B ( 6 Haman a voces Бабо de locas 


PH función de correlación B (0 de un proceso estacionario poso 
DE раі 
Te Carácter Hermano: 
= ( FED roceso escalar) 
ва (Срна veto un 
2. Definición no negativa: 
х 
Y ва 
m 
seslesquiera que soan N >1, ЄТ y los mámeros complejos hu 


tok 


im) kgs > 0 (proceso escalar), a4) 


х 
E ои) im (proseso vetera, (14) 


НИЕ 
3. 201 


T y los vectores a, 1m TN. 

B (O) (proceso escalar), 

ELO rem O es TE (posto эсни. 
data Continuo) à шын de orrlación 

пз continua An cl punto 1 0, sert continua en cualquier otro 


punto LET. 
SÍ н (E, (9, ..-. Ba (0) os un proceso vectorial, la 


tail 
on™ VES 
"— A a de ls copien 
100 у E (O, satisfacen 1а desigunldad: 
AL Pim (0 < 1, 1, m= 


y determinan ol grado de la dependencia lineal de los procesos tj (0 
y 


rucecos estacionarios pueden tener Tas mismas espe- 
rusas шайнау ¢ gl fanc de covariation. 
A REO re] mue press tacna y jen todo et 
CODY EOS Gl: a iY 
фо Дини dci lante fon (E Ге 
бла process gusian estacionario (0 ion proceso ec 


айнаш 
Soa (00 — Уз (д. donde N> 4 es ча número entero cusl 
quíara, t; € Г, Ai, unos múmoros arbitrarios. La cápsula Пава! II, (8) 
эт 


de todas las magnitudes aleatorias de esta índole. construidas según ol 
proceso (EU) МЄТ}, cs ша subespacio del espacio, de, Hilbert 
a (0, €. P) ‘do cuadrado integrati segun le medida P dez 
Zions S-medibles en O. introduscamos ci Me (E) un producto e 
de acuerdo con la fórmula 


ME (proceso escalar), "m 
Sp д" (proceso vectorial), 


donde s 
elementos 


by, 
КЕ: 
Esines sl proves 
үш УР УЗ, ea е de 
ЖИ: 5, P) que contienen dicha eurn 
1102, Ejemplos. 1 S 
adea Бао отера Даи que 


dos subespacios eu 


wm juego де tales magn 


м0, Mnf = Bn ia, 


donde Sm; es el simbolo de Kronecker, oh < oc. Si peroo, ten 


Sy одсео у hm, те ECT, un juego de mineros roalos arbitrarios 


EI 
EL proceso (E (0, t€ T), donde ê (= У) 2" "ftu, es estacionario 


en amplio sentido, puesto que М (D? y (t de Y AE ae 


2 

2. See фы mT F, un pego de veciones aleatorios incorro- 
ГА воо шет que Mb Minim Део 
donde Gm es una mainis Kock de Termite elinde de modo no 


mogativo у Am, тЇ, p juego de nimeros reales arhitrarinse 
d 

El proceso. (Un 1€ 7), donde (Dm $) e^ 9t, es estacionario un 
E 


amplio sentido, puesto que ME()=0, Dt, sje Y PU Gp e 


NEM 

4. et E) = coe (en + q), donde y es una magnitud aleatoria 
uniformemente distribuida en JO, 2a]. mientras que Ia magnitud alo: 
Soria no depende de y y за función de distributa se @ EY. EI pre. 
ню (E (9, LE T) es cotacionarío (tea) еп amplio sentido, puisio 


que мао, Ви, э) 


ЕУ 


4, Supongamos que T 10. æ) y [v (D. ГЄ T) ce un proceso 
ndar do Wiener: E proceso (E (£ € 7). donde € (0 = v T A 
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— {0 y h > O es un numero fijado, es estacionario (real) en amplio 
sentido, puesto que MẸ (9 = 0 y 


TES 
menm el, а иси E 


5, Supongamos que T-— (9. +1. J, ET, os uno 
sucesión ostinda de magnitudes aleatorias Incorteacionadas. ча 
decir, ME (=0, ME (m Eje бун y sen una sucesión do números 
complejos € (1), 4€ T, tal que Y 100 3< =. 


sen. 


Una sucesión aleatoria (2095 t€ T), donde E= Y] «(t t. 


өз estacionaria en маро sentido, puesto que Mt (4, 
Ви, je У) ehem I= Bü). 
Supo ue T (— o, оо] T} roceso 
guman s [mensional con eet login жый, 
5 oll yT бр = para rts h EnEn 
y а ө ve c e, дыме 1 “es da aite 
Jk шш 


9I уйкаш. dou, que la funcion d 
matriciales C (0, £€7, es tal que Sp Û CWCH =. 


valores 


El proceso (200, t€ Т}. donde $ (N= i сиб y la 


logra so entiendo como un limite on el sentido medio cundrático, 
es estacionario eu amplio sentido, puesto que MEIO, Ji, у 


= j Сиш) C* (u) du PU. 


indicados en los ejemplos 5 y 6 so llaman procesos de 


Los procesos 
sumación desliza 


142. Representación espectral de las funciones do correlación. 


1,21. Teorema de Bochner—Ginchin, Ses (ê (A, tt T) un 
procesa estacionario en amplio sentido cuya función de correlación es B (1). 
%) SE (E (n, € € Т} er un proceso escalar con Метро discreto, entonces 


Bin Û «uF оу= | [соям 4С 0) 4 sen мад ый. 4) 
E з 
donde F (A) es una función no decreciente no negativa, determinada según 
B () univocamente. i se erige que F (=n) — O у F Ü sea continua a la 
Яда; C (3) es una теди par reel de nna tartación acotada tol que 
CER = C i er urs a > А 0 07 ec una función төз! impar de 
¡ación acotado. 
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D) si IE (O. Є T) ex un proceso vectorial con tiempo duergo, en 
tonces para В (1) tienen. lugar las representaciones (2.1) donde F, (A) es 
luna тї? cupos incrementos Р Ga) — P М), dd. оп hermitlanos 
y шп definidos de modo dis CAY ei uha mtrs mnéirico rel 
upos incrementos C (М) — C быр. Ja > 3 аал definidos de modo no 
negativos Q (A) ex una matri redi anttstmélrien. F 0) se determina unt- 
тете secun D) b se ege que T (n) = D (matriz nula) y 
PON в continue à la derecha (en FE sentido de convergencia por ele 


"to. 
PTS SU иш, ГЄ T) et un proe eal con tiempo contio, en- 


во f MaF фу= | joos 4C0) +-sen 40 (J, (22) 


jl que en el 


donde las funciones Р 0), C 0) y O (h) se determinan ig 
v Pl oo) = O 


a БРНА 


= ne't, donde las magnitudes aleatorias E son independientes, 
se dnde reiten ebria m q Legimus 
de distribución бү (2). El proceso estacionario (E (0. ¢ € 7) tiene la 


función de correlación 


= mete (6 y. por consent, 
m 
VEA Tage mast que ete prose امامت‎ ora owal- 
Bio E DE P 
corp o PME 
una Socesón de magnitudes aleatorias iucorrelacionadas tales que 
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мо = û, мий A. ва шше» 
Ld 
0=, тео, 
m"—— E 
3. eure 


PO ur donde чь 
мө EG " 
seo [Yit EG, a noraa 
o ET 
La función de correlación В (0 tiene por expresión 
Mas, a0, o bien роб 


(B os un número real). 
P iSt primer tas la función espectsl ee 


par rer 
Ба sl йо esco 
me 228 
о, <b 


11.23, Densidad espectral. Si | AMAF (A) < oo, donde A coin- 


cido con [—m, al en el caso de Черо discreto con (oc, o), 
1 caro de tiempo continuo, entonces Sp = | Ача 0) se Nama 


mésimo momento espectral. 
Teorema. Û AMAP (û) < ө, cuendo y silo suando, la función 


de correlación É i) tiene en cero una derivada de orden 2m. 
Para la función espectra) F (2) tiene lugar Ja descomposición de 
Lebesgue: 
к) = 140) + Fa 0) + FSI ов 


Aqui, Р, Q) es absolutamente continua respecto de la medida de Le- 
gue, ы decir, 


Jara. tnr duero 


mh 


$ газа tiempo continuos 


1es E 


en 


F, (4) sólo puede variar а saltos en un c 

[numerable. Р, (2) es continua 3 tiene dei 
la medida de Lebesgue. la derivada Г 
absolutamente continus де la función cspéctral P X) e 1 


junto de puntos A. finito 
jada nula casi siompre“en 
10) del componente 
а 


113. Representación espectral de los procesos estacionarios 
1. dación 1. A Jas торла асин espectra- 
los de la función de correlación B (1 de los tipos (2.1) y (22) corr 
orden ay тектем: espectrales del "mismo. умен E 1, 
Ícoremu 1. Para todo proceso aleatorio esta 
«ido dotado de lo función eipeciel P O) tiene 
ЕА] 


=} MRA Û lees апоу леп haoo — 04) 


donde: A е сл nd, 4 el tempe э, =), 
"tempo Des continuo: las int rue tns 
aucerlones de Riemann Stieler; { 0). YI), VÍ) son fele proceso 
incrementos ortogonales que 
MEO) e Mn Q0 M0 A) =. 
M40) &* 0) ar à), 
манд) аце ) 4C 0). 
x 4000, Xt. 
man a d у, уо, 
M dn 0) —M 400) du 0—0 0). 
61 exigimos que el proceso Ç (h sen centimo а la derecha en medin end- 
"tries, entonces de determinará unteocamente con la eractifud salvo 
Sudcontuntos del contunto Q de probabilidad mul 
TEA procesa SS sn da represata ión d ma proce сере 
tral correspondiente al proceso estacionario (2 U), f'€ T 
Sea T un conjunto boreliano arbitrario de A. Hagamos O (F)= 


= È 420). La función aleatona 


А conjunto (TY posee las si- 


H 
guientes propiedades 
DET EY P ы 0,2, 


а Mo (o m | ara 
D 
mE 
РА 


аы mU) гь Helm mgr. entonces ө (T) e X) OC), y la 


зеге on ol segumo membro converge ea media cuadratica. 0 (+) 
So denomina medida e-pectral. 

Las propiedades de la medida espectral peranten oltecer una repre- 
sentación espectral equivalente del proceso estacionario 


twa j ae f eon. 


di (600, (CT) 9s un gass жай, entonces el elemento 
ea senta en sı una oscilación armónica cuya frecuencia 
LA mee АА EM fio 


prm 


La reprosontación espectral uestra de qué modo, el proceso § (9 
К эго = a ent 

н process psctrlee eU) Ia representación (3-1) мца 
subordinados al oc (po. FE ба А ando us C ig, lont 
Jy v cl espacio de га 


sl os vales del ON 
Aha" отаона а el “po 


LIE 


Sew (ш, t€ Z) uu proceso escalar suya función cepectral o4 

UN E рас de Hilbert de las fun- 
jones q Q, de cuadrado побед АЫ según una medida generada por 
PO) y supongamos que el producto escalar del espacio” mencionado 
Aena da lors 


[3 v-j жолға dy 


on tanto que la integración so realiza en |, л] о bien en (— eo, ө). 
En ¿a (P) no зе distinguen as funciones y) Y ¥, 0) vara Tas 


O) dl =a 


$ кө ыи 


Como corolario wanediato de la representación espectral (3.1) 
jntorviene el шошошо isométrico Me y 2.5 (J, puesto que para 
iodo v € Шү existe la única (con la exicitud salvo Ja equivalencia 
deterimadl arriba; función qué xal, lab quo y= 


T дацы y еен м уйуй] mico јата 
E Vis 
E P 


4, 2, entonces 


[SIL 
= HTA alo д. 


Jara los procesos vectoriales de modo análogo se determina el 
vspacio de Hilbert 27, (F) de Jas matrices т c t de e ib Qut, i 
«3 arbitrari, pero fijado. E es la dimensión del proceso) си sl cual el 
rodueto escalar tene por expresión 


cms f тоекоу‹о›] 


zones dg y Za (F) cin 
2. Procesos con la función espec р 
dieit do Latas E de Mención ops, Pa) 
<orrspondo la descomposición del proceso ($ (0. 1 Т} del po 
10 = B (0 + bs (0 + by (0 аз 
en Mes procesos estacionarios reciprocamente ortogonales 
T procera E (0 iae la función cpectci A, 1 que ev absolut 
теме continua. Tales procesos se caracieizan ce] modo siguiente 
Teorema 2. Un rives aleeteris тшме en amplia sentido 
ir FE TY pone de una función rper авола nete eonim. 
hands y lo cuando, ee un precem e sumacidn аен el delo. 
cuando esten talas Juncionr (matrice СП que 
Sj en e cav de tempe dara 


зоў cua. өз 


dende Ў) | Cin < о (осно cta), bien 5p Ў сосе 


(утен rectoria) y УЧ) ex una кисецӘв estacionaria estándar con 
Valores incerrelactonadas, 
em el caso de tiempo continuo 


ta | cuado, [27] 


ame Jie nace oc cta, tns Û COCA се 
(preces vectorial) y Qui) ex un proceso estándar con Incrementos orto- 
Pa 

Ti press vts paeten nicas tora 
ere ee RRA EE 
espectral / (2) puede tener distintos rangos para A di y 


за 


Teorema 3. Un proceso estactonario vectorial ($ (0. tE T) tiene 
una función espectral absolutamente contin y sólo cuando, 
puede ser representado ew forma de una suma de a lo sumo k (k es la di- 
Pensión del proceso) procesos reciprocamente ortogonales de adición 
deslizante 


tuy -2 t. es 
El 


donde, en et caso de tiempo disereto, 


иш = 0—90. Sp X Cuncti eo, 
Er 


3 


(0 son las matrices k X 1, Es (0) son las sucesiones aleatorias estar 
благав incorrelaríonadas, -dimensionales reciprocamente incorrela- 
clonadas. mientras que en el caso de tiempo contínuo 


hwe | Culos 


sp V сию стз < oo, 


сү son los matrices k X 1, By (o) son los process estándar reciproc 
Ei acond on ¡oia rai. voca 

ш partetan, s al proceso E ( tno densidad apesta! aboliu- 
tomate CAMUS y rauno constante r. entonces t (0 = E, (0. donde 
ETAS Son io рты descritos mn ar 


414. Propiedades anallticas de los procesos estacionarios 
y de sus trayectorias 


11.4.1, Continuidad media cuadrática y deferenciabilidad de los 
procesos estacionarios. Sea (2 (t. 1 € Т) un proceso escalar con tiempo 
kontinuo y B (n у F (2) sus funciones de correlación у espectral, ros 
pectivamente. Lo continuidad media cuadrática y la diferenciabili- 
ilad de los procesos es un caso particular 

¡icatorios de Hilbert. se determinan del mismo modo 


rorem 1. Para que un proceso (Е (D. t € T) ses continuo ex me- 
t Pel ve si lle qe ta función de veran 

i sea Тели em cero. Pare que vi procese. (E (0. T € T) tengo una 
dedicada sedia cuadrétie de orden m озат у посети. qui 
Ша илимд de va inmeten de correlación B AI) en cero,» Men, 
dne vé apalente, erida el Zmiana momento espectral 


= {онако 


En particular. si el proceso escala real {E (A, {€ Т} dispone del so- 


uno momenta орой! Fito 8, = Donar. cores sl pro- 


reso n (À — (E (0, E (0), £ € T. donde E TA sienifica la dorivada me- 
día ctadráfica en 1. es istacionario cu amplio sentido y s función 
de correlación matricial Ra (^ tiene por expresión 


һо- |7 y Я 
{оказа f ara 


114-2, Propiedades analíticas de la treseetoris. Гак propiedades 
do las trayectoria de loe procesos estacionarios ч deserihon por los 
Жом iore. 

Teorema 9. RF para t= 0 com horto a Ss A, se Hone 


omo oee (rir), 


gutonces procera (2 (0, 1 € T) con tal función de correlación es equtra- 
ente a un procera runar tranectortan san 


чё» del teorema 2 ve considrra cumplido, cuendo үт Ingar de (AY se 


cumple 1а тоет 


u — 
^ [neg] = e 
Жаный ран t7 coa riri g ls 


таа ав сспа лод тзпео( s) n 


entonces el proceso (E (A), tE T) con tol función de rorrelación ө ернін 
lente a un prserse cuyas trayectorias sn continuamente derive bios con 
la probabtlidad 1. La condición (4 D se considera rümplida. en particu- 
+ HL В (0 tene en cero ила derivada de cuarto orden. 
Observación. Para lor procesos estacionarios gaurlanos la afirma- 
ción del tesrema 3 queda cumplida, si en lugar de (4:2) se cumple la 


condición ^ a 
pci ео (rara) 


Análogamento, la existencio de las derivadas de órdenes superiores 
п las travectórias de los procesos estacionarios está relacionada con 
el comportamionto de la fmnción de correlación en cero. 

"Teorema A, St la función espectral F OY de um proceso estactonario 
sólo ана en el Intersalo finito. entonces eriste ит proceso, equivalente 
al dado, cuyos trayectorias son апалае con la probabilidad f. 


эӊ 


115. Teorema ergódico y teorema del límite central 


11.5.4. Teorema cresce. Sea (Eb. £ € T) un proseso esta- 
сеа айз ийе: S EOS: Жш funcions dl oración 


y espectral, respectivamente; 5 (0 (tAE 0). Ja representación 


espectral del proceso. A 
Tas maguitades 
15 
LS slo, г<, 2....Ь+ son múmoros enteros 
т PA t be ss 
Ls 
ki Ted, жї, tx. son númoros 
LE i r^r 
$91 suyos, 
the T=, =), £ son números positivos; 


n 


өш. т 


— =, æ), + som números positivos, 


an medias temporales. 


AS nes ret m 


тай т. 


La existencia ide los limites medios cuadeáticos de las medias 
temporales Es para a — o constituye para los procesos estacionarios 
contenida os limes Teoremas engódicor o de la ley de los 
Frames números 


“темена 


Lam. Bat 0 


E 
на =F (OF). 


w 


Teorema 2. Pare que sea È = ME (o = 0 es necesario y 
suftetente que lo función espectral 'F Q) sea continua en cero 

Para la continuidad de P О) en coro ex suficienta la condición 
E ө) = 0 Cuando B (9 tiende a cero para r- оо con m 


ciente rapidez. las medias temporals comvergor hacia 
ME t Sd amente on modis Cuil. no ambia con la 
probabilidad 4. 

"Teorema 3, Si asten teles constantes K `> буа > 0 que 


IT men! YS тар Јаке, 


en el caso de tiempo disereto y 


+Û [oia t Emo fi асс, 
ta i 


en el coe de tiempo continuo, È comsergehaca МИП = 0 con ш probo- 
ОП 

Observación. E1 lerem З se ha enunciado para un prove vert 
rial Enel coo colar x loger de Bu (a de рте 8 фт 

para e cumplimiento de lae Condiciones del teorema 3 es sufi- 
lenta la condici 

Би <y 11 1. ¥ 020 es una constant. 

14.8.2, Teorema del limit centrat. Si ol proceso (фи, € T) 
dispone. di a función ирско) aeiviamente Pontina $A CD $ 1o 
Дада “especia / 0) Ту continua e eero. entonces 


lim эм {дї 270). 


con la particularidad) de que Sp f бу = Хум (k es la dimensión 


del proceso) es uniformemente acotado y 7 (O) 4 0, entonces os verlo: 
di, son asinióticamente normales con la media nula y la matriz 


re 
de covariación 2af (0), 


44.6. Transformaciones lineales (titres) 


11.6.1, Definición del filtro lincal. Sea (E (t. 2 € T). un proceso 
geo ea amplio sed. micas ue Be КУ FA on as 
función de correlación y función espectral. respectivamente. Imagint- 
AAA ы 
dispositivo. sale un proceso muevo (translonzado) (y (9. ТЄ T]. 


E 


La transformación А del proces E (0 en el proceso n (0 = 4 (0 
e attin г eti SACRE $ арн TOGO), d d ji 
об e representa en la forms 


| Druz) (tiempo discreto: 


woa? вз 
Tocat tienpo continuo, 
1 

onde # (0 son talos те 
pea | 
ET | 
2 ) en 
f Û апове uaan di < o (tiempo continuo), | 
\ | 


енд < oa (tiempo discretol; 


la suma, como también la integral en (6.0), se entienden como 
mies medios. cundráticos de los _corrospendientos sumas 


Dau- nd 


Función А fn se Mama función Impulsora imatrieial)* de. transiclón 


A È рина, т a 


$ Ia tiempo бинте}; 


"ment 


del tiltro 4 
SSi el proceso E(N orla entrada”del filtro A tiene ropresenta- 


ción верой ил È AED. el proceso «(д en la salida del 
lero tor 1a representación rapectrl o (0 [Prnt 05. 
P 


En particular, si ELO y (n son procesos escalares, entonces 

HU LIE ul) | ESOS y | 2F (| тес 

Че amplificación del Tiro y WO). fase de 

ү ВР proreso ч (0 = AE (D es estacionario, сон la pacticulacidad 
que 


саас 


stet aserto) 


[enano s 
UE 0) 11 ydf, M à m 

аман deis eacus di ту} 
КЕТҮҮ; 


bean (Eur 4€ TL y fh 
cionarion ef 


npo continu), 


тоно 


P ry (0) аР O) M (X 
poete y ir MUNI «^ 

los de filtros. 1. El filtro de banda sólo deja pasar. 

it, Je componeniaa, armónicas dol proceso $ (0 fo 


Теово so encosmtran deniro del Intervalo dadd i caracte 
tatica de irocuencia es 


и (даь 0 


1, hela, bi 

0, AEG. э. 

La función impulsora de transición A (0 (para a y 0 finitas) 
MC elat 


apu LM. 


conformidad con la di del intervalo (s, b), el filtro 
do banda puede llamarse de haja Frecuencia, de media frecuencia y 
de айа frecuencia. 

Si a ==, 0 bien (y) Б 
existe. 


ж. la función impulsora de paso no 


2, Derivación. La operación A= i Bid puedo aplicarso al 


proceso (E (N. té F) con tiempo continu 


cuando y sólo cuando, 
SE неа ло momento espectral es Ti 


"ETT T] 


La carie 


tien de Frecuencia Л (00 


MET 
fe 


IL. enlaces Hia. Ta función inıpulsora do 
cular, si Ac dre entonces Ha. La función impulsora d 
poso no existe 


"Ecunriones diferenciales. Consideremos nu filtro determwaro 
рог пра ecuación Meremeta Тула] eom коң ити constantes En I1 = 
MÊ, donde E y Y өөп los operatora Иттей 


DTE NRI 
am 


Ж] F^ = 
К С. 
E i Ca, доме Lon M ny MON 


5) BUYI, entonces existe nn filtro quo corresponde a la 


жебе diferoncial dp ggnederoción y cuya caracteristice de fro- 
cuencia on (у= 10 
11/53. Filtros fisicamente тааст. En ls tos que өр deter 


minan por ja ecuación (8.1) lke valores del proceso (m (7) 
Кең eden depender en el instama Г D 


"ENS 
rer н E 
AER SERE ipe SARUM 
iem im ais Mie aic s Pret 
Rae Ан 


kinh u, tens «n 


Los filtros que satisfacen la condición (6 7) se llaman fisicamente rea- 
robles. 


E 


Teorema 1. Para que un proceso aar IE. LE T) con la fun 
аби өрәм Р б) construya la reacción de un шуо [üicamente real 
Pec enreda ea la ón pci rdi ¡nds (s U 
ТЕТ] (m c бое de шер dueto)» тетен ааа den 
э Спорот (ta O. ¢ € T] (enel cum de vio стнд, ш ne 
creto y mint pe би [лей треги F (A oo allatamente con- 
imos y ta densidad apec TO milana la condición 


IL | 


¡EA 


Cumplidos estas condiciones, el proceso (t (0), 1€ Т} en la salida 
de un filtro fulcamente realizable se pude representar en la forma 


| “з 


1 
Re Y MENON, D HDI? eo (tiempo асте 
% = 


` > e» 
toe f hiddet). {1һ Pate эе (tiempo continuo). 
ms ` 


pr vuel. La жузда igualdad de (G se anota э veces on la 
forma 


t | senema, [I 


10) dg Ie y, [m 


|) ropreseata un valor de frontera de la función analítica 


dondo y (e 


-Ahs 


Ve | mo Ê а}, 


es decir, 


siendo 


Ma e У) haer. 


каа, ба, 


Para el tiempo continuo Ia densidad espectral / 09, que satisface Ja 
Tinga Vi s Шайык (6:9. edil le guiente factortación 


tarag V дә, блг) 


dondo q (22 ox un valor de frontera de Ja función analítica en el somi- 
plano derecho. 


= 1 Û 10) Rs 
ren (x | ER ra 


siendo, еп este caso 


rong j mma. 


RI análogo vectorial del teorema 4 dispone de la for 
«illa en el caso cuando el proceso (E (0. ¢ € 7) Uone en 
filtro el rango máxime, os decir. la densidad espectral / Q) tiene casi 
siempre en la medida de Lebesgue un determinante distinto de coo, 

"Teorema, 2. Para que un proceso vectorial (E (D, E rango 
måzimo con la función espectral F O} constituya la reacción de un fil- 
iro fisicamente realisahle a cuya entrada llega la surenión estándar de 
енга aleatorios incurrelacionadas (to (0, 1 € Т) (en el caso de tiempo 
discreto) o el process ылбат k-dimenstonal con incrementos ortogonales 
Vio (0. LE T] (en el caso de tiempo continuo). es necesario y suficiente 
que la función espectro! F (h) sea absolutamente continua y la densidad 
espectral 1 (A) satisfaga la condición 


ln det [POM ао (tiempo discretos; 
[x 


ал 
Bde д. qua cocino 


i 
ї 


Cumplidas estas condiciones, el process [9 (1), 1 € Т} se puede represen- 
tar en la salida del filtro fisicamente realizable en la Jorma 
" р 
мш Ў àu— di 


sp S, Аш = tempo йш, 
p 


i jo шш 
mos Û ruista, 
HUA 
tempo исто, la densidad espectral Y 0), satista- 
e SPI agent facon 


, i 


doude la matriz р (e^) de dimensión & X es un valor de frontera de 
Jo таша q i, que es analitica dentro del circulo umaro y que s 
determina “univocamente por las condiciones 

Jim е peq? e mann 0). 


зк | mani 1) 


yoman so 


14.7.4, Teoremas de factorianción 
10), denomina racional fracciónal, ai / (A) о bin sus elementos 
Ími 0), cuando 7 0 es una matriz, adouten la representación en la 


шеша E n 
forse ¿LE tempo discreto) ОД) (Lempo continuo). donde) 


Él resultado principal para esta clase de procesos estacionarios se 
contiene en los teoremas de factotzación. 

Teorema 1. St ] 0) e una densidad espectral racional jractonal de 
аен proceso estacionario con Петра акте admite la Jaciorisacum 


254 


ГАЛ 


done ts polinomios Pom Y, те у COE ан е tienen «ты 


dentro del creulo unitario, con la particularidad de que м | 00 = f (Ma 
los coeficientes py. L= 1. р, p ар, Lee Ñ, 95 pueden ser realer; В} es 
nna matriz k X Y (k m la dimensión del proceso y 7. vu rango), cuyos 
elementos son raetorales fracclonales respecto a т, viendo B (2) analítica 
entro del геше unitario. 

"Teorema 2 Sif 09 ex una densidad espectral racional fracctonal de 
cierta proceso estacionario con Петре continuo. айтие factonsación 


del аро 
E 
r 
здр B0) 8" 00) (process vectorial), 


proceso escalar); 


a 


donde los polinomios P 


T 
an el temiplano injertor y at, adamda, 1 O) = f 1— M), entonces los. poli 
“жунун AN ef M pia Ht 
ea er Er ИЕА 
Кале opa fa al a aia 
REE 

oa teoremas de lactorización proporcionan las siguientes repro- 
a ЫЫЫ И, 
Dione 


fcre 
— Û r LT 0) (proceso escalar con 
но [eee e emen ete | 


Р 
tom Û menses гроссо nct 


tt Û nie ata) (proceso veeta 

i Exc 

: jn 
DAR дейда a. 

li масен | 


donde. 
отпорот 


E 


1. Procesos de la media deslizante. Sea (Če U), 4€ 7) шша uce- 
sión estándar sucorrolacionada y sea aj, [ = U, p, un juego arbitrario 
So magnitudes rales. LA proceso (5 ш 1€ T] йиш $ (0.7 esie () 
Жаша DE ерде = р} se lara proceso de la media 
deslizante de ordon p. 

La densidad. espectral 


aa I dia) 


pe im entonces 


finitas para doll el proceso 

ORAL tes а алиа 
La ecuación. (1.5) es análoga a la ecuación de regresión multiple ii- 
neal, por lo cual su solución, ai existe como procreo estacionario en 
amplio sentido, se llama proceso do autas ión de orden q. La 
lución estacionaria de la ecuación (7.5) existe, s los coros del polino. 
pio Фа) = 1 bat ss d se encuentran uera dol ciren- 
lo unitario. 

La densidad espectral 


' 1 
M= Я 
10718 AA 
La densidad емы 
سے‎ C NN 
donde {, (0) es un proceso estándar con incrementos ortogonales. 
шж 


Observación. El proceso de autorregresión de primer order 
de Márkov en amplio sentido. Б i Sm 


8 Modelo mizto de aulorregresión y de media deslizante, Seen 
Lats o: te T) los mismos qe en "ads ejemplos antecedentes. La 
¿ollatolón de los modelos de av Y de modia deslizante 
Conduce a la ecuación 
име DEG 24 eR EU 
A essent peo 09) 
зи Jos coros del polinomi abr m 
frr са ар Canario, a etvacón (9) Vcn solución otaionara 


€ Mama xto de аш ¡ón y de media 
О, с 7) ooo Шапа proceso mixto do вшити y dee 
La densidad espectral 


un 


1v {| inr 


[LE 
La representación espectral 


Atrae la atención el hecho do que la descripción adecuada de los 
Jonómenos quo observamos en la práctica y que son simulados por los 
Бш ostaclonarios eben con la ayuda delos modelos (rir 

"antorregresión y de media deslizante cuyo orden no et suporior à 2. 


44.8. Pronosticación, interpolación y filtración. 
de los procesos estacionarios 


А. Problemas de la ión, interpolación 
зац Ра Даа (олари Supongamos que al 
proceso estacionario ва Ld sentido. g ШЕ se obsorva en los. 
momentos do tiempo t€ Te donde 7, = (t€ T: «t о T= 
= [tE T: to — h < 1 < to), h > 0. Es necesario dar. sobre la base 
o Latas observaciones, 1 mejor Pronóstico medio condráico de dicho 

oceno en пепо momento futuro de tempo f* = toc Ts Y > 0, 88 
Mer se requiero hallar tal funcional m (9) — sj» (E (0. 4€ To) de 
los valores del proceso E (4) en los momentos t € 7,, que 

мө — п) ME — (е) 
donde vy (*) es cualqui 
ETO an fos mom d ч now 

Кү: . Supongamos que el proceso (5, (0, LET) s 
observa ш los moments ТЕ Ту Ту өй I.E T Ul amen do 
tiempo que 1 € Te у que existen t € Ta, 1 = 1, 2, para los cuales 
P 

Hace falta, basándose en dichas observaciones del proceso (E (1), 
1€ Т}, interpolar. del mejor modo posible en el sentido del eriteirio 
MU merae; el alit del precio [E (0. E € 1) on ol momento de 


oras a 


en 
; ota funcional de los valores dol proceso 


impo 1%. e dei, ballar Ja foncional 9 (C) = ze (610, £ € Ta de 
los valores del proceso E (0 en los momentos do tiempo f € Ta, para 
Lo cuales iene gar А [ON эё E ES 

) Filración. Suporgamas que e^ les momentos de temy 
сета Те observa un proceso E (= (у + UO) gue represen! 
EE va de ln seal util з (0) y el ruido 0 (0, donde (e (D. £ € 7] 
Som procesos estacionarios incorrelacionados 

de rogue separar (ira el ruido 8 (0 de la ма (0, ч 
cir, encontar tal funcional y (*) = Zro (510. £ € 74) do los valores 
del proceso E ( en los momentos £ € Tas que 

МЕЗЕТТЕ 82 

dondo n, U) es cualquier otra funcional de los valores dol proceso 
EO en uberevacián em los momentos € € T. 

Los primeros miembros de (8.1) y (8.2) lllunanso, respectivamenta, 

de насі 


error de pronosticación "mr 

La solución gonoral de todos los problemas enunciados so da mo- 

dont ol siguiente teorema (que es Justo, a propósito, para cuales- 
io Hilbert. 


ilta procesos aleatorios d 
рото фы ө -dltira generada par а valore del pro 
ө» л te TY өт у momentos 1€ Te, La mer (on e end madio 
el Teo qure Сотова" pontiac, er 
КО 
mte M Gta өз 
Desgraciadamente, el valor príctico де este teorema no e grando, 
mu аре del эриме miembro de (EL) es uaa гы ad 
ie i 


mut Y Ciil) (Liempo disereto), rm 

p A 
" mej C () E (4) de. (tiempo continuo). (8.5 
Cuando el tiempo es continuo, incluso para las css relative: 


monto sencillas de procesos, la función C (6 en (8.5) resulta sor gone- 


тайзаа. 
El estudio de las funcionales lineales del tipo 


n= j ac (at, eo 
donde СФ) es un proceso espectral correspondiente al proceso 


RULLET) (es decir, | «aE, permite realizar ol авіць 
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sis sin recurrir inmediatamente а las funciones gonerafizadas 

Los prublumnas de pronosticació interpolación y Uliración Tina: 
los tenen un Signiicado geométrico muy simple. 

Supongamos que //, es un espacio de valores del proceso (E (0, 
t€ T) Y Hi (S се чи sbespacio cerrado on Гу quo sirvo de санана 
un ig de 1d cápsula Deal de las magnitudes а она E (), t) € To 
1 = 1, М. Los problemas de pronosticación e interpolación lineales 


consisten en; la búsqueda de las. tudes n (*) que ;royeccic 
р lorea desconocido eo ырас ШҮҮ 


таз JN o 
blema de filtración lineal consiste en la búsqueda de la magnitudes 
LU) que son proyeccion de los valores desconocidos (1°), coar 
deidad opi ec dr ac DAS o pe 
spengamos que el 50сом Estacioaato ({ (0° Y С 7) con 
ción de comelación B (A so tbeerva en los momentos de tiempo 1€ 
€T,c T y sea (N (O, t€ Б^, [омо sutacioosrio, ligado de modo 
аы tm AUS fe melee өрт auis do pis 
correlación reciproca. : 
`1 ponemos que la estimación $ 09) del valor del octo no 
observado” (n (0: £ T) eu el momento С, tiene la forma 


Y сөө ¡tiempo discreto; 
ашо 1T. 
[ено шешт coo, 


función Сү (0, £€ Ту. Mamada función impulsora do ireusición 
lio» в брил, Puedo hallarse сото solución de uba teue 


de 


ч T 
збо lineal (integral) de Fredholm, de primer génuro con mulo do Her- 
mito: 


B, Ce tectis ^ 0.17, (iompo dert 
de 
en 


{ сш оа Bng(t*— 1), ET, (tiempo continuo). 


AAA g sl em + 


segunda ecuación de (&.7) toma la forma 


¡AAA 


realízada la sustitución & — u == », ty — э == з, la última ecuación 
Pasa a la quo sigue 


| сы) Ву (o — dem во) 


Sila solución de la ecuación integra! (8.8) exito entonces С, (д = 
S A Eh no apende de à de onde tenen ч 


| CH E) dem Ds нул >, (3) 


y el proceso do pronosticación tiene la formo 


3= f d CL nth 


con ol error de pronosticación 


q. no-f | сш B (i) dede 


=m Û ean ar on 


una función espectral del proceso E(t) у Cy (0)= 


donde FA) 
= Î ca 10) tar es la característica de frecuencia del filtro óptimo, 


11.8.3. Método de Wiener. Con algunas suposiciones adicionales 
Ia sewalên торї (859 puede ser resalta con Y ayuda de un método 
propuesto por Wiener А sabor, supongamos que el proceso TE (0, 
TET] os abeolutamento continuo y sa densidad espectral /t (A) admi- 
ala factoriaclón del tipo 


AP EXE | cen :»0 


sea Sy (A) lo densidad espectral, recíproca de los procesos 
EA Pato. ЕТ), cos la particularidad de que la unción 
«i 
AEE ds de oundrado tutegablo, de suerte que 
LIO $8 ег de cuadrado integrable, d: rte qi 
sa | tia 


= | “mira | outon an 


donde 


$a | ооа. 
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La ecuación (8.9) puede escribirse en le forma 


[erem orem] a 
i 


La última ecuación se cumple, si 


вено (сола du t>, rm 
Ц 


o bien 


" 
birt | Ch a) du 1 0. 


donde 


vo te ifs Método de тойо. Como ya hemos indicado enel p. 11.8.2. 


impulsora de transición C, (0 de un filtro óptimo puodo no 
existir (pa precisión. sôlo puede existir oomo una función 
gonoralirada). En tales casos resulta natural recurrir а la caractoris- 
ica de frecuencia C, (13) del correspondiente filtro óptimo. 

Ash, por ejemplo: si Tom (€ (ce, аву £< ta), "= ta +T, Elo 


ce F (vo рата en 
тизип do cama C (бу del uo 
tal función que para #9 = ^7 т se vorifiquen 


val óptimo, es decir, 


Sue | Prem os. fien mo. 


El método de Yaglora ofrece un procedimiento que permite hallar la 
característica de frecuencia como uno función definida univocamente 
por ciertas condiciones 


ЕД 


Teorema de Yaglom. St le densidad erpertrol / 0) es acotada, 
entonces laz condicione: venite 


» J тс, (008 f 03. < вө: 


b) ©} (д) es ип valor de frontera de la función C, (s) que es ana- 
lea en cl semiplano derecha y creciente рага | т | 05, no más rápido. 
que clerio grado de | lz 

la funelon $ (0) =e 0) C 3) f A) es um alor de fre 
tera de la función analitica en el semiplano izqúterdo V (2). para la cual 


T IPC? dg < co con т<, 
definen unicocamente la caracteristica de frecuencia Cy (0) del 
но óptimo. que evelda le magnitud 
тиб = ws +. 
En ette caso, el error medio cuadrático de la estimación óptima es 


ELIT Y AOS 
ло Consideremos un problema de pronoticación pura del 
o DUREE Qld espectral vs racional fracción, 


оез Rm 1 


donde P (s) y Q (s) son polinomios de. . respectivamonte, 
pp a e E amie elie 

ин” y d son caros de los polinomios respectivos P (0 ¥ Q (1). 
entonces tionon lugar las representaciones. 


SS decir, 


eo {| eh. $ to. 
5B 


P Dml, 


[| «+ 
Jl ess i 


Qu) coto f| osa tms 
^ 


Lo prolongación м 
tiono por expresión 


=e C.) 


lítica de la función y (03) 


P) P 
[JR 


АТТА 


СЯ 


Las condiciones del teorema de Yoglem exigen que la función €, (7 


tenga Ja formo 
м9 
Cnm RS, 
donde M, (+) es un polinomio de grado m, < p — 1 tal que 
ём; “| Pep (ду 
lo ته‎ an 


AT kx. 


C——À 

113.4. Dusompetelón de Wl. тирне qee yz ier: 
cei Y HEURE M UD. Теңи IS T» Hp Gd Tan ol 
subespacio Ji tienen lugar las siguientes posibilidades: 

жеңү ү арал 

AA = ius 
Bud Ue Pa x ие ое 

Si Hi Hy, el procoso {$ (0, tE T) so llama. singular (о de 
terminista}. > ۴ el 
NI ce d 

Si НЕ = 0, el procoso (& (0. t€ se Mama regular (o total» 
mente nen ИА un e Yir de SS ia A 
pronosticación (lineal) la ridad del proceso {Ẹ (0, (€ T) 
significa que su pronosticación lineal (0 t). itm LF x 
тна атое пат И-Ы ГУ e 


LIES 
Por el contrario, siendo regular el (tin. гє 2), la mojor 
юмый Hato "Sel Rate diamante ono alo contis 
dh indicar la media, es decir, 
lim ў, = ME (0 0. 


Sean (E (0. 1€ T) y (n. £6 T) unos procesor estacionarios 
on бов espacios de valores И y Wy, respectivamente. ВТ proceso 
p Н), t€ T) es totalmente subordinado al proceso ( (0), (€ 7), 
а È. (vestomposición de Wold). Todo procen etrionari 
(E (D 1€ T) puede ver representado y, además, de mado unico: en la 


ý iari tro, [XJ 
donde & (0) y ET (0 son procesos Incorrelacionados entre e, totalmente 


dee ity beramen 
gestr e AL 33 Еа ынна. 
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Las magnitudes Er (0 son perpondiculares en Л. trazadas desde 
(0 sobre el subespacio Л. mientras que Jas magnitudes E^ ( son 
regular y singular del estacionario. 
А una función 1 del proceso (E rre TI Y E O = 
0) + P, 0) + Р, 05, зп desarrollo de Lebesgue. donde F, 0) 
es absolutamente contihua, F, (A) es constante a trozos у Fy 0) es 
Continua y casi siempre en Ja modida de Lebesgue tene derivada mula. 
FO) os función espctal del component regalar £ (0, entras 
5 m 0) es una función espectral de Я 
nr t^. FI componeote singular (proceso singalarl Puede. en PON. 
Alpe. Postcard 3 ў 
ErewPLO Sea fê (A, ГЄ T) wn proceso estacionario con tiem; 
die E cuya denial especial el contante a teme Fe OS O 
ОР O, es decir, ol proceso es singu 
Se busca el pronóstico, lineal т. (9 del proceso (E (A, 16 7) 
lay observaciones en los momentos de т<, ty docir, 
A EA 


MIR) емо Y) ала lt |° 
sen mínimo En 


Puesto que el error de pronosticación puede expresarso en la 
forma i 


Bam | У аана 


m 


EDO 
y FL (À) es constante a trozos, entonces se pueden indicar tales ay que 


hoe | Daz an буо, 


es decir. ol pronóstico puede ser, en principio, infalible. 
on sagas врие prem aclare care 0) = d. F; 0) 
so anula en el conjunto do Ja medida positiva do Lebesgue, o hion 


h. 
ĵe fi — — = quempo contiuuo) 


Ва el caso de que sea | In Fi ОАА 


буду —c (tiempo discreto); 


los componentes regular y singular de tales procesos son iguales a 


roja voc f am. 
E e 

donde $ (9 = ү чи, Ф) ев ona descomposición ospoctral del pro- 
coso ( (D, ГЄ ТЇ; рус A es u de la medida de La 
E EAE Amet sele Logs 
(erecimiento) de la función Fi O) + Fig (0: бе es el complemento 
jo Pp on A- 

"Lodo proceso estacionario vectorial del primer rango ев о rogu- 
ape ep ia qu 

me el eom; r ionario puede 

prodeeire en principio (па шеме secde s1 o (ийй 
alejado, en iM lemas de iterpolación y filtra- 
Шота al mayor intere los уеже. E 

erem Pore que proceso care че, rea 
es мтап y дарети que este process constituya чта reacción de un 
fines fisicamente realizable a cuya entrada Пера una sucesión Incorrela: 
ionada estándos (en el caso de lempo дисте, е Un proceso estándar 
Con incrementos ortogonales len el cae de tienpo continuo) 

La condición del teorema 2 es necesaria y suficier 
proceso vectorial de rango máximo sea Паг. Los 
Hensidades espectrales "racionales Iroccionales son regulares 


41:0. Resolución de los problemes de pronosticación 
өм, interpolación y firación 


11.404. Proposticación lineal (extrapolación). Supongamos 
HECO. HET] ox un p gular escalar con tiempo discret 


10) сее MI, la densidad fespoctral de éste; t) 


= JM ato), su representación espectral y e Y, си 
mación 


— # о), una representación en forma de un proceso 
destizanto, NICO BEA 


Tenrema 1. El тене ромео Имеш, (D de volor $ U €). 

А раа Ж-ү кә 
e allen ae Мал la rs 

fane poen ale 

E 


O ол) 


donde 


geh S cquo; pehe X eie 9t 
3 ё 


т de pronosticación at M | Е (24-1) — 5 (0) |? es 
Y commen (d Forma) Y iur, аз 


donde dy, se determina de la correlación 


(t E ^ ачыга) Xe 


En partieular, 


oie 2n oxp (x pv [TS (10.3) 


көшүй —— 
peo 


pro t Sea (O EE, T= O, 24.20... un pro 
eon MEM ot o mo sala ЖЕТЕЛЕСЕ Кз 
= gell, а> 0. La densidad espectral / 0) tiono por expresión. 


AS 


El mejor pronóstico lineal para el tiempo z en 
cenas e беш = m 


аше so da 


Do | Mero o. 


ando EOS ca un proome арена scd 
Tein ure e al proceso 


fo? (en 


Soan: (BUD. LET) un proceso regular vectoriol de rango 
máximo con tiempo discreto; / (A) = gi 90679) q* (07%), la den- 
sidad espectral (matricial): t) | etat (A), una representación 


espectral, mientras que la matriz q (2) se desarrolla en la serie 


e= Y (д): 
EI 
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Teorema 2. El mejor pronóstico tinc! È, (0 para el Петро т en 
adelante se да mediante la fórmula мк 3 


MELLE 


чол 
La matriz de errores de la pronomicación para un paso adelante 
=o. aos 


peano a e O asc ERS 
o lb at deut 
сус 


Peg P 67m an aa (с 


a 


donde A () y B (2) son polinomios matriciales, A (0) = A (0) = T 
(шина E X & unidad, det G 0. Aquí, 90620) = D ex 


My GË, Bl mejor pronóstico lineal E, (0 ж da 


fens $ eun. 
A^ 


donde C, se determinan como los coelicientes del desarrollo 
Foma oen eto ta тати de eren de la nem 


еда para 1 paso adelante coincide co 


En parir, "ora el roce e отет (4 = D 
ol mejor nro gar p по se Min los 
Ed fan Tue qe "^ ^ "oe donde q e c sedo del poli 
тоо Ji 


Беня que ios ма proceso regular escalor con tiempo von- 


M——— | ea, 


——Hráá— 


en forma de wn proceso de sursación deslizante. 


жт 


Teorema 3. El mejor pronóstico licet ҮШ) para el impo v en 
adelante se da mediante la fórmula. көнө P 


ГИТ 
aj RM, чо) 


EL error de pronosticarión 


і тара  ] 


к Son 1E(0, LET өз proceso de auturregresón cu 
вй opea e por prend A 


ra 
19-3 rois 
donde O fi) хе un polinomio de grado g > 1, cuyas ales By, 


1 
зоп sencillas y tenen ls parte reales pomlivas ET mejor pronóstico 
Jine para el tienpo Y em adelante se de mediante орн 


10.2. н del valor omitido. Sea 7 = (0, +1, 
УИ (0, L€ T) un proceso estacionario con la función 
solutamente continua F 0. Supongamos conocidos los 
з fo. Es necesario hallar la mejor interpolación (linoal) 
f б) del valor omitido E (4). La magnitud 


A Ше, келгш) 


se Шаша error (matriz de errores) de la interpolación del valor 
omitido. 


Teorema 4. S (E), LET) er un proce encalar | Ay <o, 


donde [0) es la densidad espectral del proceso, entonces la mejor inter- 
poleción lineal Ê () del valor omitido i) se da mediae la 


e 


—— eo. 
wf E (10.8) 


donde $ Q) es un prcso espectral pera ( (0, £E Т}. En өш caen, el 
interpolación 


СЕ 


s (09) 


n 


Soan (60. 4€ I) un proceso vestorol y £, s densidad 
Г x1 FALE Desiguomon con ТУД) uña matris eer de 
SP). Co imo тна que f 

Pie EST 

(Ê, e Tj ө un proci vectra y la matriz 
їч A) ет inteurable, entonces la mejor interpolación Unea! $ (4) del 
A ES j оао ао 
к  ] 


0, TT 
И EN ralizada (si 
тыг O O Т0. 
p mido V е da mean Ta ити 
pipec tral (0, 4€ T). En este caso, la 
spectral para (E (0 ГЕ T). £n ene 


donde C) or un proceso, 
matri de errores 


nn‏ ڑود )مده 


murto 4. Sea ( (0, L€ T) un proceso do Mérkov en amplio 
a а Sar D шр; 


Ime 069. at 


La major interpolación lino! É (4) dol valor omitido se da mediant 
ta pelor тиро ы ido se da mediante 


го jore Mao 


- 8 £ jos 
A A 
sá 


El error de interpolación 


1-10, Шарена de Je valores del proceso estacionario con 
tiempo continuo según las observaciones en momentas discretos equi- 
distantes. Sou (E (D). ге 7) un proceso estacionario escalar con tiempo 
"омани, cuya función espectral 7 (2) se sbsolutamento continua. 
Supongamos que se observan los valores È (0), я — 0, sl, sed, 

Teorema б. La mejor interpolación те! E (1) del proceso (Е (0, 
LE T) vegün las obeereaciones Ela), n = O, +1. £2, «+» ne da те 
diante la. fórmula 


Ў 104200 entm 
io-f сз &0 (му 
Ў raten 
„2. 


donde | (X) at la densidad espectral del proceso { (0. tÈ T] y 80%, 
ar prep rera Hi ore d nopdanin 9 = MIEC = BO E 
Fro. 


DEDE 
„>, 


гола. (0.19 


$ rasan 

ar, м gè = 0, el proceso (2 (û, (Є 7) puodo ser inter- 

Г Ташен» según lcs velors È (n), a о, set, EB. Para 
s necesario y sliciente que. 7 O de tia & coro fuere del 

intervalo n а En сие cac e verified la Formula de Кошон 


Shannon 


фө- Y чнай аць mo 


1 
en separa а las 

ро = ш + ш. ЭЕ problema э тыме ДЫ ade mis 
cil on aquel asa cunado los valores del proceso t (4 son observables 
niodo sl intervalo do tiempo. ii 


ET WM mE 
Dr LE EH CHEN CER 


mente. 
Teorema 7. La caracteristica de frecuencia del filtro óptimo para 
separar la señal «(0 tiene por expresión 


am, (4015) 


zw 


y el error medio cuadrético de filtración es igual a 


ma. mT 


— — ————Ü 
Se ESI ao pepo rigen qnl depo гари; 


y sean f (3. 7,09 y fO) las derivadas de las, funciones espec- 
Wales A). £0) y Feb) en la medida p (Y= Sp dP, 0), «s 


decir, faro Y hnn, ре phones 
H 


^ „= i Лобова. 


Teorema 8. La caracteristica de frecuencia del filtro óptimo para 
separar la senal «(A teme por expresión 


mi. ш 


LI 
y la matris de errores de la jiltración es igual a 


| о) fg 00 оова. 1] 


Supongamos. que proceso estacionario 
ilar (quo tiene т torial) y sean fẹ (A), 
Т) as donndados sepectraes de los proensas E (0 y û (0, reso: 
A epacta reciproca, mientras que 

т (on 


i 
5 


clones del proceso E (a), u < i. Cuando Y^» бу 
iración con s cunado + <0, зше decirse de una filtración 
ton retardo. Los teoromas 7 y 8 describen filtres óptimos para el 
Cano de un retardo tan grande come se quiera. 

"serena 0. La сатаа de frecuencia ll (0) ан tr билә 
para ettnar le sehol s (14 1) según los observaciones de E (ш, wc 
Mane por espresión 


абое eh) (tempo discreto; 
muele (1040) 
hee etti tnum, 


m 


PAOD PUT?) А. (tempo discreto); 


E] Mrema tienpo emano 


vene, t tige f o) e 


deusidad espectral dol 


proceso {È (0. 1€), entonces 


a= f 


——— 

MES pue ma iaoa ea Й 

o E: pe se f LED ve gm ea cn 
EE EEG RC IEEE SUETON 

ra ti, +1 (0. 1. 2, .. .} (tierno discreto) o bien (— оо. oh, 
TU 


"tineis 4. EI proceso (E (0, £ € 7) se llama estacionario en 
estrecho e К А 
ШЕКТ 
баон 
pondo do't 


P, дуа 0) (029) 


Bo otras palabra, un proceso es estacionario en estrecho senti- 
do, si sus distribuciones de dimensiones finitas no vi соп los 
desplazamientos, admisibles (a-t ГЄ Т, km 10M de ишро, 
La dolimición 1 es одоно Бобо a la siguiente: ol рисин (8 (0. 
2 XJ yr үр зна Ta una aats 
dile arbitraria J (o oos modan E ы a эрма matem- 
RE EN Ea р 
cualesquiera que san 1, tp, Em T. n S 1, tales que + EET. 
Ат da eos шы Ec COEM 
22 10, ы) ea 2upono corrientement Ene 
58 continuo setocistico: Ша P (o (E (be E (D S ef = qaia todo 


* >0, donde d (...) es distancia on el espacio Ж. 
Un proceso estacionario on amplio sentido no es (en el caso gono- 
тај) estacionario en estrecho sentido. Por otra parto, un esta 
estrecho sentido no cuenta forzosamente con la esperanza 
y el segundo momento. Si. en cambio, la esperanza mato- 
mática y el o momento de un proceso estacionario en estrecho 
sentido tienen dimensiones finitas, entonces dicho proceso es también 
estacionario en amplio sentido. 


m 


10112. Ejemplos. 1. Sea 7 = (0, Ef, +2, -..) o bien To 
Ф, ЫЛ acen Ue gato 
газ doyendemtes (igualmente, distribuidas. El proceso 
ДЫ, 1€ т] ез wma sucesión aleatoria estacionaria en estrecho sen- 


2. Sen (E (D. L€ T) la smesión estacionaria delímda en ol 
plo Ey süptigats que e. ТЄ T. es va sucesión de números reales 
complejos al que la sere Y АДО sl. » + 1€ T. converge on 
probabilidad (y. por lo tanto, por ser E (+) independiente, con а proba- 
мїчө 1). El proceso (n (6, t€ 7), donde n (û = Y ави, 


3. Supone: 
PERDU 
estacionaria 

St da distribución E (0) cocido con p (-1. entonces (E (0, 4€ T) 
os un proceso aleatoria estacionario en estrecho sentido 

A M. e. n уке, bom 
werementos itüependientos у fu, ) es una función c 


sus valores en. (2, 80, 


joues eMe m 


ol proceso. 


(N, 167), номе но fik чи m= йә, 


жеөө ARR 
o A T 
ا‎ 
6, Sea (E (1), tE Т) una sucesión de vectores aleatorios estacio- 
NUEVE EU ы тышым 
iei PS usi P PETS ce 
MO CENE EEUU OU 
екы 
11.3. Transformaciones que conservan la medida. Sea (3 11), 1€ 7) 
a le io АЫ 
Dosignemos medianto X7 el espacio de sucesiones z = 
ас Гаты А ые OPE 
fomes z (0, F€ (oe. co) en el caso de tiempo conti- 
Ext ES ls pee 
Te абрис flier y aea Fe una me EE 
proceso (Би, гє TÍ agranda en los conjuntos cilimdricos de Y 
Cop NEED Indien ER 
rts 


тєк”. (ede s 200640) 
TP кюе As Ee EAR). 
isis m 


donde h= Msi T= (0, +1, +2,. 
уз» >, ket n а T= (O. f, 


El espacio (XT, ¥, se lama representación del 
6 (0. (E 7]. bala odo РО ое T. deicirimemor la An 


ción del espacio XT em si mismo, Hamada operación de desplaza- 


miento del tiempo Sp, mediante la igualdad Уг € 37, 2, = Ser, 
donde se) = 0-С sj. Se verifica la siguiente Igualdad” 
SiS = Sue Sem [m 


La condición de que el proceso {5 (0, (€ T) sea vatacionario 
significa que para tw conjunto cilindrico arbitrario C € 8 
PVC) PLUS 
Delinición 2, Soan ty, B, p) un opaco con medida y S, uoa 


aplicación ` medible de. а Та translonbación 3 
SER que come la tia (dioramas pte odo 4 ЄЙ 


n(594) = (4 [m 
es la preimagen completa del conjunto A оз la aplica» 


dondo S: 


La transformación, $ so denomina invertible, si existe tal trans- 
lormación medible $^ quo 33- = SAS c f 


La tramformación 37 se llama inversa de 5. 
La definición 2, siondo aplicada а los procesos aleatorios, signi- 
fica que (E (D, (€ T) es estacionario, м el operador de 


E 
desplazamiento del tiempo 5, en A couserea la medida Ру. 

Чё, P) ol espacio, probabilistico básico on el Хы eni 
definido el proceso (E (i Є 7). AL poner la trayectoria E(-, 0) 
del proces PE (O, ө tE 7) de correspondencia, eno odo 
є D, podemós determinar la aplicación medible Тү del espacio 


(9, Э) en el espacio (27, 3). 

Si Т-р es una aplicación realizada desde (E, 2) en (0, S) 
cuyo dominio de definición está constituido por los valores de la 
tronsformación Ty. entonces la transformación S, del espacio AT 
induce Jo transformación blunivoen З, del espacio Q según la fór.pula 

Ser? 

La transformación 5, consorva lo medida P. La trausformación S% 
genera, а su vor. una transformación de magnitudes aleatorias coi 
Valores on (£, S): para cualquier magnitud aleatoria $ (w) CX 

1381 (0) E 7 o). (14) 
odo proceso estacionario en estrecho sentido puede ser repre 
Forma 


sentado en da » 
щй =$4 0. (14.5) 

ipo £ del proceso E (1) es discreto, entonces 
HL [I 


En particular, si el ti 


dondo $23,. 
m 


1.114. Teoremas ergódicos. La teoría de los procesos aleatorios 
estacionarios eu estrecho sentido. en aquella de sus partes dondo кө 


usa en grau escala el operador de desplazamento. puedo considerarse 
como wn casa Jar de la teoría ergódica concormieuto a Jas trans- 
formaciones que conservan la medida (los endomortismos) do wn cierto 


espacio 

Una de las importantisunas propiedades de los procesos aleatorios 

ДЕ (0, £€ T), estacionarios en estrecho sentido. consisto en la xis. 
de límites de las medias de tempo 


si mismo. 


waz J те, ж. Rn 
E 


о bien Te (0, 4, 2, ... 


an 


o bien Т0, ж); 


wd Û ines Teto m 


para t= oo 
Dosignaromos mediante 34 c E y Ett c 2 lax о-на gone- 
Арета E TO porto» AI E ER 
Ed, respectivamente, y sea 
а-а, өө qet, 
5 & 


Teorema de ао Ginehis. Si {E (9. tE T) es un proceso 
aleatorio estacionario en estrecho sentido para el cual Md (È (б, 9) < 
SE оз. entonces, son la probabilidad 1. exteten lor limiter 


Hm yriant | 


pod rm 
com la partenlridad de que 
o) "m 
mM ONSE 
Mat = М5 (0); 
SERT 


as 


El suceso ACE se denomiva invariante respecto de la trans- 
formación 5, (Sranvariante), si 


PS? 6034) — 


donde A es cl simbolo de la diferencia simètrica de los conjuntos. 
Та clase de todos los conjuntos S; invariantes constituye la a-il 
geha €™ y 2%" (o Último cuendo 7 = (oe, œ) o Tom (9, +1, 
POE ^ 
i todo conjunto $ rinvariento tiene proba 
¡ón $; so denominará métrica transitiva. 
Es evidente, que si $, ex una transformación métrica trans 
en las condiciones. del Lorema de Вико Саса 1i 
das igualdades 


d 6 o f. la transe 
form 


lugar 


{ Ne= ME (O): 
пем O. 


Un proceso (Е (0, tE 7), estacionario en estrecho sentido, se 


denomina ergódieo. 1, es decir, silo con- 
ene. sucesos cuyas probabilidades son iguales a 0 à 1 
"Teorema {. Para que un proceso estacionario (E (0. LE T) sea 


ergódico, es necemriv y suficiente que se cumplo Cualquiera de las dos 
Condiciones: 

1) la transformación Š es métrica transita; 

2) para toda función -medible f (z) tal que M | | (È (0)) | < oo, 
la función 


а 
A YEN (empe бст), 
i= Á 


| бааа (eme conn) 


T 


tac и {ары дешин 

; cie 
a саад 

St (ELO, t€ T) ex un proceso aleatorio ergódico estactonario en 


estrecho sentido, para el cual M d (E (0), 0) < oo, entonces, con la 
probabilidad 1, 


етше 
нал o - M9. 


. de procesos egódicos. 1. Una sucesión de mas 
situdes siestaren indep dientas y адасы decidas (E (Ue ТЕ 
“Т con M TEQUE. = es ergúdica. 


26 


2. за E). ГЄ Т) vo proceso gausiano estacionario con la 
fusclín e ВЕ Bn s er Für e оп а 


€ T) өе un proceso exgúdico. 

3 soa Ё. 27 do (ECO, ET), T O, 2 
una cadena de Márkov con valores on Æ cuya matriz de las probabi- 
lidades de paso es 


око... 0 
001..0 
2 куулу ы 
ооо 1 
\оо..о 


tendena de Мао ciehcal. 
Si lo distribución 0) es del tipo Р (Е (0) = 4) = È , entonces 
(M, t€ 7) os una sucesión ул emódica. 

a Tc (ЫП, ТЄ T] esempio emnes proceso 

(n (0, ге T]. donde unt + о, Ta. Una 

DOG RET Ro m n A 

Cin ибили e^ odio, cr taa элд 
Bu particular, sí (t (t). n es una sucesión, de magnitudes 

aleatoria iniopndienón e зыйан nibii 7 (0 200 

y ara o vw el indicado conjunto AEH, ontónces 


Lei) ی‎ 


HOTA. De conformidad con el teorema 2, con la probabilidad 1, 
ъи 


n 2) e ma 


es la frecuencia de aparición dol aucoso 


мул ROER EMEA 


Esta afirmoción so conoce como ol teorema de Borel (véase ol cap. 2) 
11.11.6. Mezclado. Scan E, las medias de tiempo introducidas 
on el punin anterior Suele decirse que al proceso extacionario (multi- 


diets {E € Т puedo aplicare el orema de 
contral. м existen 
Ve Melee c 
para P= 10, ci oben T 9,42...) o 
намы = с 


para r= 


ж. æ) o bien ES 
Jim Fg, = 


donde 
D 
«[ (VTE. 7—10, э) o bien T=, 4:2.) 
PIVER єз}, Tio, x) a bien T= (0, +4, +2.) 


(en. e] caso del proceso multidimensional la desigualdad so entiende 
por elementos), Ф (zy es La función de distribución normal (ши 
nonsional) сой modia aula y varianza (matri de covariación) С. 
Ea presencia de las medias de tempo en Fg (v? presupone la ergo. 
dicidad de las procrsas а los cuales resulta aplicable el teorema del 
limite central. No obstante, a pesar de que todos los meunontoe nece- 
sarios están presente», eu cl caso dado se requieren ciertas condiciones 
Complementaria, mås rigurosas que Ja orgodicidad, 

I ejemplo 3 del ponto antecedente (собери de Márkoy cíclica) 
nos Ча una prueba més sencilla у bastante il 
Esiacionario hezódico que dispone de todon 

mo, a (I no puede ser aplicado el Corema del Taie ci 
La razon radica eu la dependencia de lus чийинди m la s 


trativa de] proceso 
momentos у ше, sin 


sem ZE у Goes 0. Jas o-álgubros generadas por el pro- 
ee E. er). Pme E, noie). Ls e 
Interprota como cl pasado del proceso £O y 22, como ol futuro 
del mismo proceso, La punibilidad de aplicar el Veorema del limito 
itii а los procesos Eutacionarios edi relacionada considerable. 
"ento con el cumplimiento de las condiciones que asoguran la бити. 

ún do la dependencia del pasado 2! del futuro @” a medida que 
Pec v. Me aqui una de eslas condiciones 

Delinición: La condición 


aie sup (PAD) PA PUN oen 


BD. 


Separ ыйын саа 
2 


mpo dise 


jek 4 Dero eto s= ege өнө 


ara cualesquiera ACE a- BES donde ace, А, B) PUB 
САР. 

Unos criterios efectivos para comprobar la condición de mezclado 
fuerte existen para los procesos gnusianos. 

Seen E (n Un proceso gausiano estacionario y I, y ИТ, los 
espacios de Hilbert generados por las magnitudes aleatonas E G) 
Tru Ly 1 > EE v. respectivamente. 

Hagamos 

p= sup Min 
m 
чири 

Teorema de Kolmogörov—Ronánov. Para lor procesot gaunianor 
лы ЕР ЕН 


a (ч) єр бф < 22e (9. 


avo fy son las medias de tempo de dicho proceso, 

rema 3. SI el proceso E (0 satisface la condición de mesclado 
perte y tiene densidad” mpectal continua acotada | бы, verijicándooe 
le А caso de un proceso multidimensional) det | (0) y 0, entonces 
ra que el teorema” del limits central pueda «r aplicado al proreso 
VID, ta netearlo y nficenie la siguiente condición" para tado t Y'O 
Jon iles mámaros Ny y T, que 


[лома ое 
н-м, 


para s > Ta: Con ello la varianza (тат de covartación) de la distri- 
Bolan normal limite ex C ce 2af (0), 
Tas condiciones sulicientes de “aplicabilidad del teorema del 
mito central que so comprueban con mayor facilidad están relacio- 
‘bien con las posiciones adicionales acerca de la manera de 
соает 4 (4 Mende a cero. ө bien con lae condicione 


y MIROR x para ciertos e>, a> 

2) la densidad espectral } 0) del procesa es acotada, continua y (en el 
quio de ил proceso maliidimensional) del [ 0) vi 0, entonces al proceso 
Rn se le pande aplicar el teorema dl limite central. Aquí, la varansa 
AS de vocmriación de la distribución normal Mitte ex C = dn] (O) 


Capitulo 12 
CAMPOS ALEATORIOS 


124. Definiciones fundamentales 


12.1.1. Definición del campo aleatorio. Distribuciones de dimen 
siones finitas. Se llama compo aleatorio una, fuvción aleatoria de 
vacias variables ales Demos a conocer una definleión más precisa 
Supongamos que 10. 2, P) es та espacio probabilistico, D es cierto 


conjunto en йч. Una función E (o, i... ы) = Elo, 7, delnida 
из ө е denomina campo aleatorie 
nid memo ym indo aila 
es Eomedillo win o 4 el dominio de valor de la ción aleatoria 


[CE EON de wn campo escalar, si dicho 
lomínio es it^ babla de un campo vectorial El caso más natural 
de un campo aleatorio es un campo definido en D X (0, T], donde D 
өз cierto dominio on el espacio tridimensional y el segmento 10, 7] 
se interpreta «omo un segmento de tiempo Con la ayuda do tales 
Campos se puede describir la evolución aleatoria de Yos modios conti 
muos (por ejemplo. la distribución del color en Jas condiciones de 
conductibilidad térmica aleatoria, siendo aleatorias las fuentes de 
calor, la filtración en un medio alesterio, etc) Tas funciones t 
(o; zi. тә} para toda clase de w fijados, son funeiones maes- 

roles dol campo aleatorie 
Las distriw iones de dimensiones finitas de ив campo alvalorio 


Elo, DO € D є Hr че representan por el juego de deteibucioues 


сал, 


ер, к=з... 


+ Ay son los conjuntos boreliauos del domo de valores 


don, fiado éstas son distribuciones dimensionales de un campo 
Las distribuciones"de dimensiones finitas de un campo aleatorio 
satisfacen las condiciones de concordancia 
T Para toda permutación 1j- 


"ы, ga = 


280 


V. Para todo £ 
Fus Q0 
CE M 

(t^ ов el dominio de los valores de la fención E (2) 


putet е сие ев ейн... 
TS 


meae eed 


12.1.2. Funciones de momento, Examinemos un campo aleatorio 


con los valores numéricos E (o, 2). La función 
ma Gh, iss Milo, Ж)... @ 2% 


(si está dofmida para F; € D, Lec d... ю Hama 
momento de liso orden del campo aleatorio $ (ө, 2. 
Tia función de momento de primer 
m Mi (o. hee 
so llama valor medio del campo aleatorio. Una función 
[TT a G) 
so llama función de momento central de K-ésimo orden del campo alea- 
loro ө, Д. Una función de momento сец! de segundo orden 
lleva «nombre de función de correlación del campo al 
BG, йеме, Ditto. ў -ME (o, Ям, De 
Sen Fle, $) un campo aleatorio con valores єп I, Eto, 2) 
(Qe Л... Loto. Й). Una función vectorial 
hm, ө. Л. .... Min (a, 5) 
se oma valor medio del campo aleatorio vectorial La función 
в (5, gl, qw está delimda on D x D y toma valores matricialos, 


[tr^ гра os comentos de la matriz B Lg) se determinan por 
e 


hu, деми E Ge e 
ж denomina función matricial de comslación del compo aleatorio 
Sectoral Vae funciones de momento de ordenes superiores de va 
Campo vectorial se dan mediante Jas igualdades 


siei G) a T. 


dondo Symp. sc. mh PEEPAR AT М» emer. 
ula {шилен ya uan de poco ws. 
E 


S24. Перемена de los comes чына тейине ls 

sis ortogonal, Sea D v comento acotado y er] (A un camp 

талоне teri cuya биси de тисш B Û, jj eiie y 
TOS 

базара rn a meda — Ra st a it o 


sión wrtogonal complete de funciones qa 17) en D. que son funciones. 
propias del operador integral con núcleo BG. T) 


nó f эб, hina, 


red By, en rale cos, no megane y Уда < ө. 


El campa ales 
n 


o EÜ puede ser representado en donis de 


iden ES un 5 
E 


dle y ex wia suecsión de magnitudes С 


y A Tma Aa Ta sen 


x 
н» li X we Of =a. 
Fg [x 
Las wagiitode aleatorias ть s determinan de las correlaciones 
һана. 
Un resultado onálogo es también válido para los campos aleato- 
rios vectoriales, Supongamos que el campo E(z) tiene la función 
matricial de correlación B G. P) = Vh; C. Ў para la cual 


[NE Barco. 
à 


En esto caso existo tal sucesión Ay +0. рага Ja cual ol sistoma de 
ecuaciones integrales 


PTAS 
tene solución cuando % = A. SE 
20-40. 


am аш 


Л 


os la solución del sistema (1-2) cuando A = Ay, para la cual 


У мора, 
entonces = 
tomei Y wh D E) 


dondo my es una sucesión de magnitudes aleatorias incorrelacionadas, 
para, lae cuales Mny — 0. тт Aay La convergencia on (13 POF 
foordenadas es la misas que en (1.1). 


KENPO і Compos aleatorios gausianos. Un campo $ se 
denomina gausiano, si para cualesquier Fy: ..., 24€ D la distri- 


Jmerón conjunta de las magni Gh E) or gausia 
Par analogia. un campo vectorial Fir) se Hama gausiaun, si da 
distribución conjunta, de los magnitudes. $i G), +=. Èn Gi) 
ses BG. oos En Ga) es gosrana, Las distribuciones de dimon- 
s para los campos gousianos Di) «e delerm 
por las (naciones а (75 у BU. yj. La función aG) 
iras que la Función. matrici е correla- 
enalosgurera “que Sean 


OS 


ETE 
moin complezo conjugado de a). _ 
$, Campos con Incrementos independientes. Son (2) 


[T1 
p 


ма campo aleatorio dado ез Аг (E: 26 fe, .... m). Desig 

memos para un rectingulo I= (2 тар zr Edy imd. т) 
auf ea s aeo D. 

donde Aye Fins m Gies se Em m Pr eee Fe 

" "pues TES Tee шордо» disjuntes II, ...; Пи. cualquiera que 


жез N, las magnitudes Ад, 


D. <. Ag EI son independiente 


entro sí, entonces £D se Iama campo con incrementos indepen- 
dientes. Cuando E(2)=0 en la frontera de AT. EG) tiene uno 
a t Pul) 
ere [fa zie] ИИ 
ap (anto f (mte) ааа), 
au 
= 


wen 


donde G (+, ds) os uma medida са IF X (- 
«uen inte on pm FERS (< 


grando en (t4) se considera igual à — particular, el campo 


7 
Ошо eon пливао» indopondiratas tuno en estas suposiciones 
la función característica 


xe m esp {да = Ж шд}, as 


donde a (s) ез una función y py es la medida en ЛТ. 


torio E G) con distribuciones de dimensiones fínitas dadas, construido 
en ol teorema de Kolmogórov (véase el resultado análogo para lor 
procesos aleatorios en el p. 9.1) contieno en calidad de funciones 
ueneno todan Т funciona en D En de теті la еы, Bajo 
jué “Condiciones oxiste un campo aleatorio con distribuciones de 
limmensiones finitas dadas. cuyas funciones muestrales pertenecen 
а la clase dada (son medibles, continuas, derivables, olc.). 
iremos quo dos campos aleatorios E (2) y y (3), definidos on un 
o conjunto D & Me, se Maman equivalentes estocísticos, xi 


VEE DP (бең б) 1. 


Sea D un conjunto (boreliano) medible. Un campo aleatorio E (о, 2i 

se denomina medible, xt la función E (e, 3) es medible respecto de © X 

X Em. donde E м una o-élgebra en el espacio probabilistico. 6 et la 
álgebra de los conjuntos Dorellanoe en fm 

y yl tente aleatorio $ Û) ө continen esco en el pant s ED, 


ГЕСЕ 

Teorema. биенале que D в ил ajalê тей y el campa 
aleatorio E (2) es continuo estocástico en D. En este caso existe un compo 
лато mete VG) que se миете ктш a. Elo, 
ew) a айй ыйы en lor Зайыр Saab: 


Para el. medible ë' ( se puede examinar la cuestión acerca 
do a existencia de lo ишет 


2 һи. 


El conjunto de aquellos ә. para los cuales esto intogral está 
definida (es decis, el conjunto de aquellos ө, para los cuales || Ex 


EL.) < en, es Сене y el propio опа! 
MATES e TA ашу с арро sogin la medida кеш 


"tO Oen е) 


De condición sulicionte de la integrabil 
Ча p sirve la expresión 


рана es 


campo según 1n medi- 


Si (2.4) está cumplida, entonces (en 


id del teorema de Баш), 


FI Geif My Spd es 
[4 


Si V Ges on campo aleatorio gaosiano y [E Gk (47) esti defi- 


H 
ома integral será también una magnitud aleatoria de Gauss. 
i 


BL [T Јене, 


"le бна 


LS бм нй). G5 


donde oÑ) y BÜ, Fy son, respectivamente. el valor medio y la 
unción de correlación del campo $ (s). Ма de ser notado que la 
formula у es válida. para cual Campos, para os Cuales 
peda cumples (811 y It integral ob el segondo miembro Couverge 
оомин). 


12.2.2. Campo aleatorio . Un campo & (2) se Пата 
vui erri aote sedis fo аы eg 
AIC TENET E SA 
Ее 


fincas 


lo: вар tine т 
ewe Xn 
(o: C ke int Ear. 
Zo дола 
isik. — P ——— 
таме E б) estocáaicamente equivalente а (9. 


E 


Igual que para los procesos aleatorios ex cómodo utilizar el con- 
cepto “de separabilidad en la tuvestigación de los propiedades de las 


funciones. muestrales del compo aleatorio ET). New D comparto. 


Para que el campo теат E (5) sea continua com la probabilidad 1 (er 
decir, para que casi todas sus funciones muestrales sean continuos). es 
"ешн y sufiriente que se cumplan las condiciones: 


d) EG) es separable respecto de rierto conjunto A cz Di 


2) EGI es uniformemente continue en A con la probabilidad 1, 

"Teorema de Chenisov. Este teorema, ión 
Kolmogorov de la continuidad 

en los campos alvatonins. Supongamos que nn campo aleatorio separable 


eid: ia ННН Dd В сае еа атов; 
ЗИ ев conumuu en los lados Ту = ME N (F ri 0 ay) у ошман tales 
80, f y y > O que para todo rrciangülo Me Mgr 
MIA GI s, nj 

12.4, ну, es la medida de Lebesgue en Hw), entone 


el campo $ 67] es vomtinua con la probabilidad A. 

2.3. Continuidad de los campos gausiamos. Para los compos 
aloatorics zavstanos se pueden obtener las condiciones de continuidad 
del canipo aleatorio ex términos de su función de correlación. 


Supongamos que EU es un compo aleatorio de Gauss en el con- 
junto compacto 1), a(s) ex el valor medio del campo. Diz, Y) es la 
{илеп de correlación, Sean cumplidas las condiciones: a) Biz) e 
depara P ali) ө una Junco белими, ¢) eran y y > 


(Oy ve siete 


tales que para (©, E9 < lo er una tenia en Жу 
bic]. 
›®® 
En este caso el campo gaumano & Ù) es continuo сөп (a probabilidad 4. 
кшш Vio te qm 
ES, os difereuciable en el punto z, (en media cuadrática), sí existen 
AE 


E ает 
чө que 
A ras 
lim (==) M | E (2,447) E — 
racer dl 


EXE 
a 


E 
Las magnitudes 7 


Vimites medios спай 


Go se determinan, em este caso, como 


donde AEG) EG. ce гу + да, Tm) — is 
isa Zm). Para que { 1) жа _dileronciablo, es suficiente 
diferenciables las funciones a (5) y B (2, 5) (respecto de cada varia- 
БЫ Si resulta que las derivadas parciales ¿2 È бу (ue шаро son 
campos alatoríos) son continuas con la probabilidad 1, entonces 
las funciones muestrales del campo aleatorio E (2) serán funciones 


derivablos 7 todos los o. Análogamente se determina li 
orcas miltip del cue enero: La condición ru 


ciento de la diferenciabilidad Jmáliple de un campo aleatorio E Û) 


se reduce а que los funciones а (5) y В С, 3) tengan Pésima diferen- 
iul respecto de cada variable, 


23. Campos нине homogéneos 
1234. Definleién del campo homogínco. Un campo aleatorio 
ED): detail en D c: лт, ж decantan Конери, ы (1D ее ча 
somigrupo por adición: ш 2 € D, 960, «tones 2-5 CD; 2) 
ME (2) es constante, ME (5) sólo depende de — y. Son do mayor 
EL rore ra e e tods ls 
Per Seals m e PD des ag ie Pr 
Ка, Чу ral diano. Айнын э dls ТЫ conos 
Bopa нае М 
123.2. Campos эше de эрии diserto, Ses 57% va 
campo de esta Ле. Como que ME (2) — a, donde а es constante, 


emos examinar un campo nuevo {7 (2) = È G) — a. Este ultimo 
I E p e Vi fa кошы 
do" razonamientos. podemos considerar qu» el valor medio del campo 
es 0. La función de correlación del campo (s, j) tiene la forma 
8 Û — у), donde B Ej es una función definida en D y que satisface 
de Condición de detinición positiva. 


PL жо, [27 


cualesquiera que sean ms <. RED. los números complejos 
жо а @ ees nimero complejo гоме de a. Do la cta. 


э 


iiim (3.1 se deduce la siguiente representación espectral para 
ag 


ғай), en 


donde P (л es cwrta medida limita en el rectángulo 


1-а, де «AER, 0-1... 


F (di) se denomina la medida espectral del campo aleatorio Si esta 
md SI cta sede mida la 
еа, жеу 


0= | ШЗ 


(| sà ln deas де (j тре de lo medida de Lebesgue), onton- 


сез | (A) se denominará densidad espectral del campo aleatorio, En 
esto caso (32) toma la Jorma 


| دته 


ETS ‹ 


A 


Bajo ciortas conie ones la densidad espectral puede expresarse 
с улт Кт ААН 


1б = лу" Xe n. aa 
Xo 


(ta senie en 


AN 
تآ‎ A 


lo que es lo mismo, У) AE) <o). 


lo igualdad (34) se verifica, 


Existe una medida aleatoria de valores complejos con valores 
ortogonales de ¢ (д) өп [—x, яу, para la cual 
МРС = Р (АП В), 
E 


l| que para el campo aleatorio E (2) resulta válida la representación 
e far (iS аро өз 
a 


Ley de los grandes números para un campo aleatorio. Sea E (5) 


un campo homogéneo en R™, el cual ME (2) = 0. Entonces existe 
in ndis on media шоланы * 


dem D 349 en 
m 


al a ( (0D, donde (0) es un conjunto en Rm c 
VERS SD s el mias (8.0) ve iral con La probabilidad 


br tl ا‎ que M I (0D |° = F (0) = 0, 
lim Vim. sad pr. (ы 
e,3, нй» ов 

13.43. Campos vectoriales de argumento diseret, Supongamos 
que Î G) es un campo homogínoo en un retículo do números antoos 

Rm quo toma los valores de R? y $! (2), .. ., El (2) son los componen- 

tos Gol campo. Supomiremos también que ME G) = 0. Hagamos 


ми уфы С, 


быа os la condición de definición positiva de Ia función matricial) 
e d ecol do со ® Uone la siguen represent 


ción espectral: existon tales medidas do signo variablo Fp, (2%), 
Po a me as Lon ia, aj que ы 


EAN өз 


y en esto caso la matriz 
DB Fpe (4) fp, a= 6.10) 
p 289 


está definida de uaa manera no negativa para todo conjunto borellanc 
A de Ls, n) La matriz (3:10 ce Lama medida espectral matricial 
del campo vectorial St as funciones Pre (4) он АРЫНАН КЫ 
onte esperto de la medida de bebeg b Rai са deme d 


Foe tto f pe Gri, 4n 


sutonces la matriz Mpg) lp. ... ал. y recibo el nombre de densidad 
таша] espectral del campo vectoral. Su definición es también no 
negativa. 
сазо de que oxista la densidad matricial espectral, la f 
lece "e 


mula (33) adquiere la forma 


uj erf һм} ый. سه‎ 


па 


SUR арч рабо gta sio ped өс ашыш» con 
Y ne s pa tn e 


itl an 


El propio campo vectorial aleatorio admite también una repre- 
sentación espectral Exist un jugo de medidas extociatcas de valons 


complejos y (i) en [—m. лут, que satisfacen las condiciones: 
Mp (4) =05 Moy (AFET = F po (АПВ) 
para cualesquiera conjuntos borelianos А y В de [—a, лут, siendo 
Ea oute cann 
vo o fall aj aw 
de ЖЫ. 
12.34. Campos numéricos de argumento continuo. Utilizaremos 


Jas mismas designaciones quo so empleaban para los campos numéricos 
de argumento discreto. La condición de definición postive será tam- 


bién del tipo (3-1). mas z, S, son aquí unos puntos arbitrarios 
de hm. La идей de corlación mido шша representación especial 


shaf [oo ajo. سه‎ 
donde РЦ) ea uaa medida ilia en 2o. Et medi ж des 
аы o 


той; з es / J, entonces / (D) so llamará densidad espec. 
s Bn сй de фай рели! puedo аети cual 


E 


unción no negativa que зва integrable en Aw. Una función de corme- 
Miet que le corresponde se expresa medianto la formula 


A ә 
а 
پرا چت ر‎ "== e 
=i }  fem( X naX prem em 
БЕ БЕ 
El campo sleatoro también tione ropresentación espectral 
з9=) 00 лари, 949 
E 
donde Ф (dX) es una medida estocástica de valor complejo en Aw, 
qi cat M (A) = 0. Муму = F (A NB) para todos 
b lian Pr 


а conjuntos borellanos А y 
Ley de los grandes números. Existe un limite en media cuadrática 


e 
sa (Fj die om 
dens 


Para que dieho limite sea nulo con la probabilidad 1, es necesar 
ciente que Р (0) = O. Lo ditimo es equicalente a la condici 


I wr 
lim fn i- Jr Jaa азу 


“р 


40:35. Campos vectoriales de argumeoto continuo. Supongamos 
ue un campo, homogéneo ЁС) está definido en Z** y toma valoros 
de Ri; pos. Hj) son sus componentes, ME (j=0, 
MP Е 

РГТ Е 
саво de argumento discreto, la condición (3.8) es necesaria y suficiente. 


para que la función continua 2 (s) de valores matricialos sea función 
Inatricial de correlación de un campo vectorial homogéneo. Existen 
unas medidas con signos variables de una variación acotada on A™ — 


Toe (d) tales que resulta válida la repcuenlaión рей 


inf fot au). 620 


a m 


соп lo cual para todo conjunto borel А с йт la matriz 
Деда лат Voci Reid de mode ue gato. Та medida 
тайлаш! 1 27, CÎ) lo. 50 Dama medida espectral matricial 
del campo! ааба Si "ala aindida es absolutamente con 

Pert di la medida Iepeulana en Am, la matris 


Hr do, q 


„ 


C 


compuesta de las densidades fp, = , Meva el nombro 


de densidad espectral matricial (esta función para todo X es una 
ris definida de modo no negativo). La función matricial 
[pa @ А, qua, .... 1 Puede intervenir on ealidad de densidad 


espoctral, si para todo À өз simétrica según Hermite, no negativa 
у, además, 


fe fusi o para p, 
та representación ареста! del campo vectorial tiono por expresión 


acido 


ej Ju aji. вәә 
A 
dondo jun + NL GT) son las medidas estocásticas de valores 
complejos en A^, рага las cuales. 


ме, (4) Wy = Fpa (ANB) 


Derivación de los campos homogéneos. Puesto que l 
tadas da un campo vectorial don campos numéricos, 
Оо Considere la dilerenctabilidad. del” campo 


merce Sean t) un campo homogéneo numérico y Fidi m 


€"———— derivada риса Ê on 


sentido de la convergencia en media cuadrática, es mecesaría у 


12. 


suficiente la oxistoneia 


dte cc РЕ. qu ы, 
je Ганаа <o. 


SA vatan condiciones so cumplen, ЕО. también й un campo 
homogéneo cuya función de correlación es — sod + mientras 


que la medida espectral tieno por expresión 
ES f mara. 
A 


Para ballar 52 
tral (848): 


205 2 ayer 5 мар. олу 
A 


se puede derivar la representación espoc- 


Lo condición de existencia de las derivadas parciales consisto 


an lo flote. Para quo exista la derivada 
AS 
[UE utere 


en sentido de la convergencia en media cuadrática y continun en ol 
mismo. sentido, es necesario y suficiente que se cumpla una de las 
condiciones a seguir: 


mb 
— o ای‎ — 
a) existe. ГТ, Ona) e leri vada es continua; 


y fe fram e ar <. 
Si estas condiciones quedan cumplidas, entonces 


[ud 
también será un campo homogéneo cuya función de correlación өз 


тв) 

8ے 
ы zı)" ... (zm)‏ 

mientras que la medida espectral de dicho campo tiene por expresión 

- * 
= G аше... atr d. аз» 

da 
А 


r, 


La representación espectral del campo == E] 
puede obtenerso por derivación de la fórmula (348) 


" 


ж 


Guys... фый OT 


{тр LU 3 naje. o 
E 


"i 


эз 


12237. Operadores diferenciales de coeficientes constantes, Sea 


jr oet 
A os t] ai cedo ditisedu de dide ete 
te al И-ы) ө эз рше de нийн 
Peu 

E russi ue ыйба багаа Vaca hun. 
win iiS Бтр Qa deinde cii ыз 


drática, entonces se puede aplicar al campo E el operador difo- 
pt 
чани) eam 


Entonces y Ñ) es también nn campo aletaio homogéneo con la 
Каада uo Corcó " - 


o (= 
y la medida espectral 
naf fut 
^ 


Si jÎ poseo la representación espectral (348), n (Î Ueno por 
expresión 


05 аз 


an ml" P (dl). в 


nO [ots snae ft X arm) e. 029 
re مت‎ ыйа ашаа 
(Br “Jan. ` em 
dende я ê dîkî campo Romegínos.Gupongamoa que үем 
medida espectral Py (û) y la representación espectral del campo es 
naf fno (Хака 


En osto caso (3.90) tione una sola solución que es un campo homogínoo, 
cuando, y sólo cuando. аш 


= 
$ [rato 
La solución de (3.30) tendrá la forma 


t-f lil Jai, өм) 


m 


y la medida espectral Р} (-) del campo 2 Û) será 
nef Para mmt бш 
SEE, کچ چ‎ d i ары nata 


рү рат E wissen da ie 
КЕШ Jl ¡pedida ospectzal Py (d). La transformación integral gene- 


wej Fn mtd. 


ina función tal que para todos los ¥ existe 


Br E 
тө foncion integratle, vhlonces 
n= f ng ht олу 


tambifa será ан compo hosoctnco. La fuarión de corelación de 
re carpo se da por la (emula 


mbr [Td бз 
y la medida espectro! del campo v ueno a forma 
[a »-f " į эби л) өз» 
donde А 


m= . 


D 

feo nu өз 
Si porn el campo E (2) exte la densidad «spectral j Û. ol 

campo v (2) también tiene la densidad espectral 
1, 8) E л бэ. am 
12:1, Transformación integral del campo homogéneo vectorial. 
supongamos qae Fu) єз un campo bomeginee con values eu A, 
BO) ө la tención эмне de colto de EG у FG 


E 


orden Lx p). Si todos los elementos de esta matriz son absoluta 
mento integrables en Ят, quede definida la integral 


38-[. [re-i 28) 
(el resultado de la aplicación de К а È es um vector de A”), con lo 


cual 1 (7) es un campo vectorial homogéneo con sus valores en AP. 
La función matricial de correlación B, (z) es de la forma 


fe [AER кобо dd з» 
y la medida espectral matricial es 
ASS (340) 
E 


LI 


dondo Ке es una matriz conjugada de К; К cs uma matriz con los 
elementos 


[T fo (=:3 ма} ы бё, 


donde kyy son los elomentos de la matriz X; Же es una matriz conju- 
gada de R según Hermáte. Si oxiste la densidad motricial espectral 
del campo E ( 1/4 11 @), entonces existe también la densidad matri- 
cial espectral para m (2): 

[DITE TATE [27] 


(Mn es la matriz tx D. 


n— 

12.4.1. Campos isótropos hor Un campo aleatorio Ё (2), 
ыйы йге kominis дыла aet FÊ 
tropo, si es homogéneo y su función matricial de correlación B (т) 
dopende sólo de | = |. donde | = | es la norma del voctor on A”. Sea 


В (| Z|) una funcion do correlación de un campo numérico homogéneo 
e rope: Еп este caso 09 admite Ja siguiente representación: 


m2 > 
2-25 ($) f 1490 220), 44) 


donde Ja (2) es una función do Bessel de la primera especie de orden k, 
$9 0) ^e una función de variación acotada no decreciente en (0, ө). 


pun en le la función de wa campo he 
LI Pons ا‎ la función espectral de un campo homogéneo 
A Се] 

ma 

о 0) es también una función del campo, 
S expensa а través de В) dal modo sigulento: 


on f вз 

* т 
Ahora eter el propio campo. 
Sea. алаа de шп punto е 


n (r e, ч. YE [ns], тео, 2). бийдеги 

mediante 

pd 
MONTE 

ln sucesión ortonormada de armónicas esféricas de grado n. En osto 

caso, sl ME ( = 0, entonces 

mom 
10-5 Y зо, 


Ona 0X 


xp 220500 ! dU» (5 
Le a 


donde mamar (2-) a”, y REN, n=, 4, 
(mr). son medidas alemtorias де valores complejos con 


уййн gale ed, e] on e particularidad de que para cor 
porum DE e ү-н 


MA OL OQ m 828 ! оу, 
p 


MA (ло 
124.2. Campos Isótropos homogéncos con valores en Ri. Sean 
B (LZ) una función matricial de correlación de un campo isótropo 
homogéneo y by (r). los elementos de la matriz В). En esto cato 
=з г 


=2 * (3) f ола, «4 


m 


donde Jas funciones Фу 03 están definidas en 0, o), 


м< da matriz 
Da Пои) NY 


quede definida de modo no negativo. La matriz $ 04 0) | = © 0 
de denomino matriz espectral del campo hómogénco. Га 
Forma matricial la fórmula (4.5) puede escribirse así: 


LN (3) uon 


iendo que para 


La representación espoctral de tal campo tiene la forma 
m 
Kem X X 50.59. 0 
= 
B 


xz man ^ йш ат 
ыле z 


demde e, y Sh son las mismas que en la fórmula 14-4) 
medidas ortogonales a pares con los valores en 


MALO) ло {ати 
MS 


LIT 
para las cunlos 


as 


"EI 


(988, s N son las coordenadas del vector 2) 

12.4.3, Campos isótropos en la esfera. Un campo aleatorio Ẹ (3). 
NUT ELE r 
Rt, so Пата inótropo, si ME G) es constante y la función matricial 
do correlación В (2, 1) sólo depende de la distancia angular entre 
los puntos do la esfera 7, 7. 


Sen EG) un compo ietrope muméxic еа la cera S- ба Sanción 
de corrolación tlene por expresión B (cos M. donde 0 es 1а distancia 
angular entre los puntos en 1а esfera. Existen tales coeficientes no 
negativos b, quo 


un 
- cn 
donde os, os el volumon (m—S)-dimonsion: 


sfera unitaria en A". C(-) son los polinimios de^ 
(en el libro de G. 8ге “Polinomios ortogonales”, M., Firmalgiz, 


1902, pág. 500 y lo serio Ў bah (n. m) converge. 
A 


lebespuiamo de una 


208 


Un campo aleatorio para УҢ 2) 0 admito la siguiente repro- 


tación: 
10-33 Vaso 49) 


AA 
donde E son unas magnitudes aleatorias para las cuales MEA =0, 
[UM 
за, ahora, EG) un campo isitropo vectorial en la exer S. 
Su función material de к= es de la forma 
Ее] 


- ar 
ri NO ы ао 
e 


donde B, es una sucesión de matrices simétricas no negativas 2 Х 1, 
para las" cuales. ln serio 


(n, m) Ba 
à 
converge, Si ME (3) -0, el pa por si mismo tione la forma. 


"^ 
Ge TA, z 
за. 2 A [C (2) 


dondo EA os una sucesión de vectores aleatorios 
dos a dos, para los cuales 


aieo меден 


(EX. ..., йз son las componentes del vector £2, en tanto que i 
son los clemontos de la matriz Bal. 


Capitulo 13 
MARTINGALAS 


124. Deliniclones y ejemplos 


Una claso importanto de magnitudes aleatorias quo tienen nume- 
rosas aplicaciones la constituyen las martingalas y las semimartin- 


dus 
TIUS an. (0, ©. P) un espacio probabilístico básico, T un conjunto 
ordonado alto de números enteros (tlempo dies) o do número 
reales (tempo continuo) y (Bye 1€ T] un Halo de o-digebras, бс 
o, det, para ac t 


[IS 


а 1, Una familia de magnltodes aleatorias (200, By 
(9 para tos ГЄ ма Dimedin y и [e (| 


denomina martingala, al ES 
MIE (Bul = E, +< t, a, ET. 
(EC), Ba LEF) so Mama submartingala, si ME* (c «o y 
MIERA > E Û), t tns гетд ал 
o bien supermartingala, si МЕ-(0 < = y 
MIERI EEU en tns ter. аз) 


Las rin Jes submarti Maman también somi- 
I galas y las ingalas se 


En ol caso continuo, cuando 7 ез un intervalo del eje numérico 
real, Jos martingeles y semimartingalasZon consideración se suponon 
К jid v dedic que mgr кыйын un dign 
Bari EI ET 

E denen del martingala nenne] tal dira 
mE mE ана пыр de edam ren 
cni Ada o Пао Саьд) a m 
EXE 


эю 


De la doinición de la esperanza malemática condicional so 
desprende la siguiente anotación de lae propiedades (1.1) — (1.3) 


Ы! Ear, 4B: нл) 

] tarz ина, aen: a2) 
Герое ИТА a» 

Do las correlaciones (09—037 
magit oir id pila и vecina ls дуйн 
lacioner 

мий = Mika ect ien вл? 

мш > мы, ntn tei p 

мш Men), etos tE. аз) 


зу “ tad alos á 
a'an dajo dins ls VETUS tolda de lr magniti 
t= май, кєт, m 

forma una martingala, 


ЖЕ EN 
A etie 


y inm Ў) ф En oste caso la sucesión (Ga: Bai n> 1) forma una 
martingala. 


PLO з, Sea (fa: k> 1) una sucesión de magnitude 
tora cuya densidad conjunta de probabilidades 


pe шшен positiva, Sean 
las densidedes de las probabilidades. Las razons? 


„>, БЕ] 
formen una martingala respecto del flujo de a-álgebras 
LIII 


412. bropledades de las martingalas y semimantingalas 


4. Si E (1) es una submartingala, entonces — (9 será una supor- 
(y viceversa]. Por ello, las propiedades de las submartin- 
se pueden enunciar con facilidad para las supermartingales 


DECR rtingls, entonces МЕ (9 = 
sud ГЕ e ia aca else О 


А 


3, Si (È (A, t€ Т) os unsgsubmartingala y / (z) es una función 
convexa en 7, continua y monótona no decreciente, mientras que 
Жр < = ума ТЄ T. entonces Û V ТЕ Т} 6 también ma 
submartiagala. 

4. Si (E). £€ 7) оз una martingala, mientras que / (z) os una 
fuscis О conus y A ЧЕ Г e para ТЕ Т бое 
ш, ЫЙ, таа submarti 

TET) e una martingala, entonces М1(0| no 


ST En amma — 
Perro ris, tones (Iê (0 — + 


ги una submartingal 
ED (€ T) una submartin- 


qula antoni par tada Goste 
шр (>< шры. es 
Si, en este caso, y 090012 < оо para cierto p>1, entonces. 
^ а)" sup uit шь. 
эшш (Er) рм ai en 
Si (И), 167) es una martingala con ри 18) |? « оо, entonces 
1 н 
арто 12 & арм 1801. оз 


Si ol conjunto T posee el elemento máximo 1g, 2» ¢ para cualquier. 
ТЄ T, entonces las fronteras suporiores exactas en los segundos miom- 
Mie do o иад (1-3) ө alcanzan en d EE А 

de Deob). Introduzcamos y 
DES (E Oo ТЄ Т} de ar CEE um 
2 arriba abajo; v (а, 0) es la frontera 
еда ff Clg ares que exitio uns mcasón [ors 
Erde dor para da сш 

ш>» EU) < e, EU es Bl) a 

уда, b) e» una magnitud aleatoria que satisfaco la desi 
зри 0—37 
r 


Mvla, 2) < . 4) 
433. Clausura, intograbilidad y existencia del limite 


Ditintelón 4. Una magnitod aleatoria Ë se llama clausura a la 
derecha de la submartingala (200, Gr. РЄТ), si М <= y Ẹ өз 
medible respecto de la o-ólgebra @=о {ğı £€7) y para todo ЄТ 


ti 
Ex шм. en 
am 


Si el conjunto T dispone del elemento máximo fax > ¢ para 
todos los ¿€ 7, entonces Ja submartingala (E (0), y, (€ 7) ostá 
Cortada а la derecha por la magnitud aleatoria Ё = b (tna). 

ТЄ T) una eubmartingala dada en el 
her шешт son equivalentas: 
FELD ii [| end cerrada a la derechas 
b) Jamila { (1), tE T) es авсанаа integrable; 
©) existe un Пай, en sentido de la conpergencia en ar 


lim м д—{ 1—0. 
i fis 


St e cumple guter una dedos condicions, ehe, Man E (0) = 
ТЇШ i probabilidad 4 y Ter la саша de Mom 


Тб" 

ыдын. En la dotiaieión 1 y on s) tene oh Цеце 
eds Salem por шарны, Г sortir a 

DE CX. dad 

erem 2. (E ua marüngele. Las tres cor 


Mer 
сы del Y CE PM 
Ж a e eT condicions quede cumplida, con la probabilidad 1 


estate el Mim En = E y f es la clausura de la martingala a la derecha. 


2) 


ton la probabilidad Y ette. Ven E = Ey os la самат i dro 


cho de la aubmertingala س‎ ке 
o ORAS poster unto, T se considara 
como "intervalo i un eje numérico sua) (puede er infinito). 


"teorema 3. Una submarlingala ыры, о, ет 
tiene en el intervalo T discontinuidades de segunda esp 

qa que ve a interacción de todas lan 9-4 дорта 
demi. Ea esté caso TH) eri una magnitud alostoria 
Wisomedible. 


E, nt e y e trea 
e tdem 
EUIS ro EE 
[OU UE ERA Ee EE 
o E 
es continuo у Vito = бе 

Ma me a er +9‏ ا 


= E Cinsa 


424. Momentos de Márkov y sustitución aleatoria del tiempo 


Sea T un conjunto do momentos de tiempo en los que se realizan 
ciertos experimentos y ses (Qe. tE Т} un flujo do o-álgebras do los 
Sucesos que se observan en li» experimentos. Según los resultados 
de los experimentos realizados se determina la aparición del suceso А 


Que tiens lugar en cierto momento aleatorio de tompo v. 

E sucosa [e < 1) sigilica que A sucedió antes о en а] шотеш 
de tiempo t, por lo cual debo ser observable рага la sucesión de expe- 
Pjecutan on los momeatos de Liempo з < 


шеше quoras e гет, 
SS decir, el сев (т ac 0 debe ser Хоче ые: [v < ij € Be; Las 
Sees aleatorias ds suo tipo v аво monaco, Майне de 


Sape не ы del futuro o momento de Markov, о bien 
АРДА formal consisto en lo siguiente, 
бададан "empo мыш (momento, de Mor 
¿ado en el espacio probabilístico 
7E) ша шара aleatoria < = a (o) сор valores 
epp, id v Чоно ascuas de us ocio de этн 
ием à. DUET {т 5 
El momedto de Markov se denomina tambiéo tempo aleatório 
no dependinte dal futuro © momento de paro: 
ponda al acoso! v ha 


йаша 27 Una оома г de todos los sucesos В, para los 
cune ЖЕ O demana Очма generada por ei 


ا 
TE di memo de Mr‏ 
Pi Eam cum de Má an te‏ 
ca o‏ 


< t, entoncos el suceso (5 € К) es ў девы, 

3 Si una función boreliana real @ (2) aplica el conjunto T on T 
y satisfaco la condición 0 (9 > ¢ para todo t€ T, entonces 0 (t) 
E] 


d 
=r Con p momentos de аот 
Y Bn rus аду т у p йик la дешч 


S 
Mans con DEE, EA eia cao, de magnitud entera E (0) es 
ИЫ y ied delímida para todos 


Joso € D. 
ч. Supo s Bn ТЕТ es una submarti 
corada a Horda fria a PER] 
y los momentos de 

ax 


satisfacen la desigualdad € «ср. Еп esto casó 


MIE OVS > EO. вл) 
э. Зе Ten que martingala cerrada a Ja derecha, eston- 
ceo TA] es justa con cl signo de Igualdad 

Supongamos que О O EET] cs una mbmartingala 
cerrada ha саша а йк 


Ут 4 € S) es una famil 


reciente de Jor momentos de 
midos en Q qt, 


paras, < +). En cstas condiciones (E (t), 
ECL 

к 6€ 5) se denomina, trans. 
sen tóm ayuda de la Чани 


momento de Майот, M || <% y lim È EndP=0, Entonces 
млы, 2 
As Мы. n> 1) os una r acotado: Hy «c 
con de proe IEA 1 eio odo n= 1, тшшн» ME, 
di. онам de Wal. Soan o mend] aa fai de 


magnitudes aleatorias "independientes  Wawahwente distribuidas 
12у т, n momento de Мито respecto del flujo de 
o dép e cs RU т>) con Me < oo, Fn 


м À tamt, “з 


42, Supongamos que x sy momento de Mirko repo del 
flujo de mas (Жы, л г> M] y nes una magnitud aleatoria cun 
esperanza matomatica fua. En eme coso Шево lugar Ja formula 


м) 3 A TA 


Mili a АР Ө, so veisica la desigualdad 


Migrar Bel mM но 


195. Algunas aplicaciones 


чер pr in 
NT Eaa D VATIC enit 
б gomme sts ena on E doa repetición: del uo 


(partida). En este caso t, = $? La representa la ganancia sumaria 
en u partidas, El juego se considera inofensivo, si queda cumplida 


moro эв 


la condición: para todo => 1 
мы. <<, ы) 
spe каз la sucesión (Ea, я zx 1) Forma una martingala con ME, = 


RL jeg se consors favorable, si está cumplida la condición: 
para todo n 270 


мы... A 0. 
Ba де cue a седа (c л>) fone una, bct 
Та imposibilidad del 
en un monsanto de Мат de pago т, Hye de la propi порода de on 


momentos de Márkov ME, = 0. De suerte que mediante la elección 
{о un momento de Marily de paro resulte imposible aumentar la 


E 
Трка de Bernoulti en —— 
wo Sica do apelado sens de Coronil parda 


P р Pme 


„a Tlnctüación de Bernoulli (ry. n ze 1) 
foment de pare т = int (n: a Loc 


T p je Di cación м zn 
ip E „ни бүгө 


ИК, аа ЖЕЛ finjo de 
PRs con da кошы. En ger 


K>), entonces М (даР (4m1 


ы £ 
ticular, si ELI 


6 0, euslquism que ма n. 
4 Convergencia Че las series. Supongamos que la sucesión de 


sumas дь Ani п 21) forma vox martingala y los sumandos 
2 


son uniformemente acotados: | a | e«t co. La зене Ў) ta cone 


>, 
con la ااا‎ 4 ыла. та. жрд M 
Nue pnta | рсы ы, qu 


converge con la probabilidad 4 la serie. Ў МЫЗ». 
En particulas, para el caso de sumandos aleatorios indopeudie 
tes (Las >A) con Ма =0, del caríctor finito de Ja suma Ў) MU 


se desprende la convergencia de la serio S. 
п 


эв 


B. Ley reforzada de los grandes números. Supongamos que la 
succión de sumas | Û ta n>) forma una юз. Sl 


Ў <=, эмо, con la probado 1, £ et, 
E) ы! 
Mado nee oo. 

6: Continuidad absoluta de las medidas. Sea X, B, 
комсо y sen wy (A) una medida са P. 3) КЕ: Ч 
Kontinua ospecio de P, com g (E) < mos que la ТЇС 
Бү: pem pog м qe le de conjuntos Sici 

hr m ol espacio. modiblo 
uà ейде completa de enims (4, м 
[А loco las condiciones: a) Ana € Ana M Anr = s 


cuando к: Ü A,» = Bi b) la (n+ pésima partición es la 


sobparición de п бапа partición, e del, para cualquier Ans y 
"en con cierto y rc) la guálgoda minima on la qui un 
ie? Glos la Aa iD. Т> тоша cor B. 


EX ,کی د‎ 
nr 

пру, NIE von liost an rer d 

ы te ини par DEED CY, "| 

Mm poto) (nod P), ne dependiente do la сиса de 


la sucosión complets de particiones (А; n > 1, k> 1). Para 
ГЕ teno agar de ud d 


(Paz), BEV 62) 


Medidas спосабе. j, Bi LET | una martingala 
КЛ ттт ДАДА 
JR salen e e todos ааа АЕ = Т in 
discas ила familia de magnitudes aleatorias de Hilbert 
TIA = E (0 — 50. 

De la propiedad de la martingala (S (9, Bu, tE T) sa doduco 
e (yx 38) e medi КТ Жон, алет) 
SEE RIEN A OLAT ا‎ 


134. Descomposición do las semimartingalas 
13.6.1. Tiempo discreto. 


Ail ТЛ Tartagal no едн (s. 2 
s ima potencial, si экев $ 


lim Map =0, (64) 


E зл 


Observemos que para un potencial lim m, = 0 con la proba- 
bilidad 1. x 

Teorema 1 (descomposición de Risa). Si le supermarüing 

V ma dy пеон звънене (С. Be. a S i. ipm 

"para lolo n => V, entonces ezisien una martingala (Ms in п > 

I] Een ремни Ge, ба, n 1) ilm que para eR Э 


[EA вз 
La descomposición (6.2) e única con la exactitud salvo la equivaler- 
а 


a n> 0) mna supermartingala. Delinamos las mi 

EA o > 
„= == 
терым), MG. 
козак Mite ni. E 

E „ n> Mes una martingalu. mientras 
PES S к ritui anya > dus tpn a partica 

ies sa mtd eta i 

Tiene ju Чар 


in 
dme n>0. 

Шема 2. Un prese aleatorio (а, e, а > O) se am 
нао, ө a >» ap (mod P) para lodo n pr Z Û y natural, 
[o Mies e ec йе, > arii 

submartingala 


жеше 
афа, «>, 
P Oye una martingala; (t. s n> O), un 
potencial (я, Bn, ^ > 0) puede ser represen- 


na Mae dal n. өл) 
donis шу Чы. n > O) a un ишга! creciente. 
[^ > 0) es um proceso nal ien 
finem 3 Up proceso aleatorio comiuuo а la derecha 
(e. e PO i denomina creciente, O dd сао, 
cuando s «c i (mod P) y natural, si para toda martingala acol 


i and „т> бу con mites 
H Psi tm b mtn o M M 


xj kt) 4 0-м. өз 


Ента, alma. 


Un proceso crecinte se llama integrable, si sup Ma (D < э 
prese . creciente. АЕ £> P|, үз 


Un 
ura cuando y sólo cuando, martiagals ET 
RR TL D уы VOS PV Ee. 
H T 
х{ EO da шем {| I [7] 


тт culos л > 0. " xd 

Doob—Meyer). Sea (n (9, Sj. 

оа З тоела а та derecha не le Jamil de apis‏ ج 

ois [n (тулт E 3). donde Y er una totalidad de momentos de 

Ий x em P (y < M] = de m uniformemente integrable, Entonces, 
die lal proceso (a бп, Wi 15 б}, maturat creciente e integra 
mr 

a (t). La descomposición (67) es dica con la exartitud 


continua 


En pin) alh, (20 (mod P) ову 
La descomposición (68) es única con la exactitud salvo la equi- 


valencia estocástica. 
"Observación. La descomposición de Doob—Meyer (6.7) y (6.8) 
en el caso en que en ugar de una totalidad de n 


e momentos de Ма 
Solo ез osta caso Ma < ee: 
ellen 4. Un. ро aleatorio (n (0, e (50) so. Mama 
martingala feti, sf «аде and ente Verlo: de momentos de 
рунета leet e caspa ao uj de arkinen (фк 1 O) 
DE EE DEP ы Cd 
POM лы: йыт} s marital. vue 
ru 
тов que toda martingala con trayectorias continuas а la 
dedi Teal "b qa " 
vem Sce ( (0. Bys 12 0) una vepermoritgela continu 
la derecha y no rogata. Elles ana martingala fecal contia a in 
a dE TO у ал pee Patin сены Т Iaigrebe 
[CR T en qur 
оа — (0. 1>0 (mod B. e» 


La descomposición (6.9) es única con la exactitud salvo la equivalencia 
etocástica. 


эю 


43. Maringalas integrables de modo cuadrático. 
Definición 4. Una marti ona a la derecha (E), £220 
„чь озан continus (0.80 t> o) 


Брано, [n 


La descomposición de Doob—Meyer para Ja martingala Inte- 
grabie de modo cundrdtico (E(0, Bur 720) tiono la forma — 
Poma On (0. aa 


donde (u (0, o ingala, 2 (9 = (By es un proceso 
таша tls ceepndieni a ioco T, so domina 

Sicca "e la martingala шыра dl modo culdritico È (9. 
Ёз este caso, para эче 


MIO — EG), MD — (фәл. (0.3) 
Para dos martingalas. nes de modo cuadrático: (E (0, 


рч ася s 
Г талтал ны 


[i aa 


La utilidad de la introducción de la caracteristica reciproca de 
dos martingalas está asociada con el que el proceso 


E у ET EIU S en cuadrado (ê (0. 


КУ fn (0. ES XE. ortogonales, si el proceso 
War.» 


TADA ya 
rods it Pike а EEG 

и = (nod 

3 rtin há integrablos de modo cuadrático 
ipo y a. Er mon аиа 0 
queda cumplida la correlación. 
(+, (Do бд‹ (mod P). 

ввмріо |. El proceso de Wiener (Wi, B], 0 te T] con 
BI o (Wn а) es una martingala integrable en cusdrado con 
[On 

inar з, Sugengamos 


0) son martingalas orto- 
жтт ү ote 


dr 


t, © es ео pare todo + 


Y njee u) dt < ce, Entonces, el proceso {fea Cox 


————— con 


Quem» jn 


Turns, Septum gue [S б Йе 0 $ Т} а ame marte 
{ntegrabie de modo cucárático y (Wi, Be O e tar Т}, un proceso 
ener En ente caso поил pron eati pare ide Tei ol 


con м | iol dt < oo ила тагида ата de modo cadre 


to (C00. 3) O € t< T) tales que 
1 


toef 


(s, e) 47,00. Os «T (mod P), es 
j 
те |а оа, осетот o 
LI 


siendo, con ello, ortogonales lat marimcalas {| al, епа, Ru, 


ster] y RO. Te бит). 


Capitulo 14 
PROCESOS DE MÁRKOY 


Funciones aleatorias de Márkow 


eile de мёйөс. En Ia base dh coepto de peso 
mete de os ans cios am 
боп en Loma y poson e propiedad de aurea del So poss 
or lumen de velas) Las pasemos de st ging сов (on 
discreto. lawidos endemas de Markov, se han considerado en cl eapi- 
is aa pepsi carlo scaner Ка rus а MAN 
Ча ope blur. Capone que liar vals deno dr 
Оно segmento intervalo, мийи 7 пого а contio ex 
Er p ийне Бә эшне мыш ке AS 
Ss Palio que 2 d 
0 ер сөрт probmilitico (0, 

b) un flujo, de algebras ES). ve decir, una familia 
ae ы EIE U REA Y LO, e 
15 
ETS una fonción de don variables è (û = B (t, al. LEF, tQ 
PEL n Si C Ыш o кинема 
TO e a ape M айо (0. 

dio. queda definido el proceso aleat 


sición) de cierto siste- 
Propiedad de Márkov. 
ropiedad de ausencia del efecto 
media) del comportamiento del 


ЕЯ 


del sistema on todos los momentos «parados» de tiempo hast el mo- 
classer, Io егеда! es conocer la posición del 

la ыл aane eprecontes de tempos 

X lire on elero 

ds NEM 
жын entrada 


€ 7} un proceso aleatorio con 
y 


sucesos dei tpo (e. E ЕТ г>» 
Жр Як; Sb 10 poe 1а мор 
Tajo, e dE Spe уте Pto "pues 
La propiedad de Márkov dol proceso EOE del 
flujo do o-ilrehras (дү, £€ 5.) ез oquivalente a cualquiera de las 
Siguientes afirmaciones" 
"per tei fopra acotada -medible f (rl, ¥ € X, y cule 
PE 
M UG (VY M (it (OYE (A) casi por cierto respecto а Pi 
dimi E A aa 
нҮ 


M (n Dil м IE (9) casi por cierto respecto а Рр 
3) paro cualesquiera sucesos А ER! y ВЕЛ, 
Ра BIE (0) = FP {A/Ê (0) P (B/E (0) casi por cierto respecto a P. 


La última propiedad significa quo para un proceso que poso la 
trol qo Mie s aer la i pars i 
Тег», fijado, son cuadicionalmento indopon 
14.1.2. Probabilidad de paso, Sea (2 (0. t € 7) una función aleato- 
е Ийи con e valores en (X. E aperto del Подо de o-4o- 
Vue (Ry. 12:71. Como eorelario de la propiedad de Mérkov y dela 
Timid de. probabilidad: total imersie Ta silente. согласи 


P {E (E TIE GI — M (P (E (ty) ETE (VE Q0). 


Мена eam por cierto respecto a la medida Р para cualesquiera T € Y 
Yo E feto las IE Р Esta соте Leva i nombro de 

Жа тата урунат И caco ep que para la probabilidad 
condicional P (E (n € TE (9) exi robabilidad" condicional 
regular, es decir, tal función P (s, #. £ D). ZEX, TEN, ect 
I уу que quedan cumplidas las condiciones: 

a) part s. 7.1 Prades la función P (s, 2, t T) es una medida 
probubilistien en (V. 397 

М para s. £. F fijados la función P (s. z, 1, D) es Smodibler 

©) con la probabilidad 1 para cualesquiera 4, f, T se tone 


Pii n T) = P ЕТА (0). 


Si, para una función aleatoria de Márkov dada, 
P Rida O stare as condiciones ау 7, ёа ч denomina 
Prol oso, Para suposiciones Bastante amplias (por ejom- 
Мо, st X es wn espacio separable métrico completo y Y os una a-álgobra 
бе subconjuntos borelianos X) la existencia de la función P (s, =, ¢, ГУ 
ton las propiedades mencionadas se garantiza. 


мз 


Ба términos do la probabilidad de paso, la ecuación de Chompan— 
Kolmogéroy se мены en da forma 


Pts Et). S. mo (Pts y, ta T Ps E) ta dh 
x 
Su PUN SERRE ER 
donde d < t < ta б t aE Zh TER Siempre 
cumpltan van corilación mét fuerte para la probabilidad de pas 
uo amiin so Hama oeuación de Сырта ойнорго СА ып 
supondremos quo para cualesquiera zc X, DER у fpe hic fy 
[Dk 
Pts s D (Pts 
х 
Mt: Egulvlenia, etos, Las distribuciones do dimen- 
stones finitas do una función aleatoria de Mírkov no so definon sol 
mento por la probabilidad de vaso St on 7 existe un elemento mnis 
ts entonces, conociendo la distribución inicial 
IS 
Ya ВАМ й de тс P б з, T) de a función aleatoria de 
podemos determinar todas «us distribuelomee de dimensiones. 


finitas, Em electo. рат qm hom eo RT RR, 
tenemos 


P(E(tDE Toy BEP ooer ИЛЕТ] 
A буйн... [йу E ы 
бё, th 


Avis pues, s рага dos fonciones aleatorias de Márkov. definidas, 
quise, «n diferentes espacios probabilisticos. las distribuciones ini 
ciales y las probabilidades de paso coinciden. entonces coinriden 


tn DP it. z, fa, dy) 


también. tribueiones de dimensiones finitas de ostas funciones. 
Esto significa que. dichas dos funciones aleatorias de Márkov som 
equivalentes. 


Sion 7 oxista un elemento mínimo t y si estén definidas la 
medida "probabilities. en CE 8) у la fanción P fx PRADE 
ДЄ. ЄХ, ТЕ В. que saislace Yos condi 
КҮЗ ү la ecuación de Chapman--Kolmelgórov (viase la 
última correlación on el p. 14.1.2), entonces en cierto vepacio proba 
Dlifetico siempre podemos construir una función aleatoria de Markov. 
para la cual le medida u sería la distribución Inicial y la función 
Pes. 4. D), da probabilidad de paso, 

ios ahora que en 7 по hay ningún elemento mínimo. 
st ТЕУ] ee чыз función айны de MN рим 


MM = P EEN. t€ т, Peg. 


Para todo £€ 7, será una medida probabilística en (Y. 8), llamada 
ley de entrada de la función еа de Markov e Concderción 
La ley de entrada está relacionada con la probabilidad de paso mes 


su 


dianto la siguiente correlación: 


al PBP loz, 210,167), TES. (4) 


Conociendo la ley de entrada y la probabilidad de paso de la 
función aleatoria do Márkos, se puede determinar todas sus distribu- 
ciones de dimensiones finitas 


PRUNET <... дег) 
“| matin рро eds de S Pss эк, fos бе}, 


PEPERIT 

De ê dido: шы Tufts altaria De Milos on c caca dado 

siti por meo бе ча iey de rada y Ыы do pua al 
ence esc 


2 
d 
H 


an= Kolmogórov, tales quo la correlación (1-1) 
oncos en cierto espacio prob 
Мот, para la cual lo ley de entrada coincide 
con р, Ta probabilidad do pus. con, B de, oof 
Ца, "Funciones aleatorias de Márkow interrumpidas. En la 
práctica аба encontramos a veces con sistemas, para cuya descripción 
Това Insulicionto la definición de función Aleatoria de Mirkov 
lada arriba. b dca M 
Supongamos, por ejemplo, que E (0 significa el número do indi- 
vivos on siena Рок Ар Bilan en ^l monente de ро Т 


Qu 
D) una magnitud aleatoria i Elo). WEN, que toma los 


„ ой 
© pers todo ТЕ $ la y Algebra y de subconjuntos del conjunto 
Cis mE T 
En el conjunto di. S decir, ила totalidad de todos los conjuntos del 


ven re 
€ Ito, E (6)) con sus valores on cierto espacio med! 3) tal que 


ЕУ 


lución. 


para cualesquiera L€ F y VEB queda cumplida la 
dox E (t, a) € FY 29 

decidió 2; ema de setos 0 determina una función 
aleatoria de Márkov interra ra cualesauiora s ac fie. Y 
ET FER, so cumplo ja correlación е s * 


F AR (D € IK = POT 
lo respecto de Ja medida Р en el conjunto Q. (En otras 
laci s0 cumple para casi todos ls “ле 
Че tiem 
de la función aleatoria de MARKS 


= to, su Потро de vida. 
Jombro de Ja igualdad on la definición 2 es la pro- 


u) se Hama momento de Interrupción 
Vt tanto оета шыдын Ê (O) = 


i 
habilidad condicional respecto do la о-айдоһга de subconjuntos del 
quio y generada por des con 


tos del tipo (w: Ê (9 €T). 


vmm OE EO) yt e piti 

Een EVE OE co renti 
TE PELA | 

iut imis meine e 


2) pam s. 7, ¢ fijados P (s. s. 1, 1) ек una medida en (X, 8) 
(no forzosamente probabilística, puesto que P (s. v. t, X) a D 

3) para cualesquiera а ac t РЕ УТЕ B se lene 

PLENA) = P (s EG. t Гу 

i por cierto rospocto de P on el conjunto 0, (е.р.с. y, Р). 

i este caso la función Р 7. t. T) so Mama probabilidad do 
[aste Je función aleatoria de Márkov. Se interpreta como una pro- 
Ыы! condicionat del suce {è (1) € 11 а condición de que РАР 
= т. En particular, lo magnitud 1 — P (s. z, 4, X) es ln probabilidad 
condicional de que para el momento de tiempo ¿la funclón aleatoria 
де Márkoy ya «e ha interrumpido (ha desaparecido del espacio Jásico) 


a condición de que E = 2. 
emos que si E (o) me to, la definición 2 so transform, 
en una definición para la función alcaioria de Márkov ininterrumpid: 
"leid en 7 [ү ación 1. 
¡Una función ale 
sor transform 
doromos el то 
Hagamos Ж == X U (a). Designaromas mediante. 
de “subconjuntos del conjunto Xi 
TEB y los dol upo F U (e): TE 
Ahora, para w € [ (9) < + so) hagamos ө) (4, ш) = a, cuando 
«> Para LE llo. Сш) Баратов E (f. w) = E (2. o). Por in, 
dófinamos Ja a-álgebra °, t < t< oo, como uno o-ilgebra mínima. 
de los subconjuntos Q en la quo están contenidas todas las c-álgebras 
f, cuando # < t. En este caso las o-ólgebras R°, t€ 7, forman un 
fujo y el proceso (8% (0, £E 7] está subordinado а esto flujo. ES 
ШЙ do comprobar que (86) (9; РЕ 7) es uma función aleatoria 
do Márkov respecto del flujo (3°, (€ 5) enel sentido do la defini- 


E 


ción 4 (es decir, no ininterrumpida). La probabilidad de paso f*(s, s, 
ВЕЧНА à 


Ёш, ка, nu 
Р у ТХИ — P( а, 1, X)] para а a 
{ге vein 


142. Procesos de Márkov, Definición 
Y propiedades fundamentales 


14.2.1. Definición, Como ya so ha indicado en el cap. 2,al ostu- 
diar la propiedad de Márkov de los procesos aleatorios resulia cómodo 
no fijar la distribución Inieial del proceso (como también el momen 

Шаш] de tiempoy, sino que considerar vda ua familia de Juncion 
aleatorias de Markov quo stienen comienzo» en un momento de tiem 
arbitrario on un punto arbitrario del espacio físico. Desde el pun 
do vista de la teoría de probabilidades esto significa que ou cl ex 

probabilis e mo uma ola medida probabilistica fijada, 


de ешр s, a condición de que E (4 = х. Tal ob) 
univocamente (con la exactitud salvo la оди 
medianto la probabilidad de paso y, 
en ol estudio de la propiedad de М, 


= 
EI E Hot E EE 
a REI сє 
SEATS. v. eio ope de os e 
WOL umia de сав M. س‎ ы ae 


CM ra «cs LLELE; convongamos en escri- 
Be on lugar de 3} y 3^ en lugar de 3 
9) una función de dos variables £ (0 
dou valores га cierta espacio шей; С, ) tal qu para cese 

VL medi; ж pint guo en la rere cen Contenidos 


Et uh, гє, ocn. 


эт 


1) paro cualesquiera Û а < t, VE, la función 
Р z, tT) = Me EQ CI 


es una función de x'B-medi con la particularidad de que P (s, z, 5, Гуе 
E б), donde до (5) e el indicador del conjunto T; 

» cualquiera 0 <s < f < ty. TEX, TEY. 
тын Le e cumplo ia еМ 


Pos дет) =P (ty È gs 0), 


con la 


El proceso de Márkov se denota (È (0, Bf Pag) El espacio 
(X, 3) so denomina espario fásico del proceso, la fünclón P (s, з, 
1, F) es la probabilidad de paso. Observemos que P (s, 2, £, X) = f 
y según w deduce do la condición 2). 


LIPS n-j Ро, fy dy) P (fs Ya ls T) 


es decir, la pro- 


và cualesquiera Û € £ жс, «с 
[КТЕН итап К olinogórov. 


x, 
Vus e o a da ión do i 


Mie te rer Dues ari ede NOD S 
q pedo Pa И eiie ынды ant 
Werte m Reli ин 

P'tit ther ente tl ue fen e 


'odlgebras Sif para 12» siewpro, en lugar 
do Y] айын А HL quo 34a Aj. NS 3° y ol pro 
euo (EUO, Эң, Ры) e también do Мин. 


As siguientes propiedades del proceso de Márkov constitu 
sencillos Обон de la dolido" 1:. m. 
todo А € Я" la función Pay (4) es Y-mediblo como fun- 


dai foo magnitud etri y. acotada, (ao ерта) y Nt- 
mb jo ади 
® pur todo А ЄЙ con la Por probables Y as vanilica 


ТЫАЛ Pao 4, ect 


magnitud alestotia acotada Si-medible y con la 
кейийм Чана ш 


MID +< 6 
5) 81 AC Gf; DESI, entonces 


тыл N B= | Paw (Patio), £t. 
à 


2, Dilatación de les -élgebras fundamentales. Sea 
, Р) un proceso do Márkov en el espacio fásico (X, S). 
Resulta que o posible (y con frecuencia suse erst) cera dilatación 

Айра fondémentales que figuran en le бейш di um 
Mosen quad vide ls pro de Márkoy. Tal dilatación: 


E 


s conveniente a causa de que las a-dlgebras Эй, 3 están privadas 
de varios sucesos, importantes desde el punto do vista de lu teoría de 
probabilidades. La dilatación mencionada consiste en Ja operación 
e completar las g-algebras según los sistemas de medidas. 

Sen p una medida finita en (X, 9). De medianto 3 
la complélacion de la очаша 6 según la medida p. Esto significa 
que A E ws, м existen los conjuntos Ay, As € % ales que A, S 
EASA y Rp = p (Ау Denolemos ton 3 
tos араа d. Los сормо dÈ SS am 
modibles Universales generados por la o-ilgebra B. 
mos las o-álgebras G^ segun la familia de medidas (Pug, u < %, ¥ € 
ЄХ) у dosignemos esta completación por б”. Esto айка que 
4 Єў o para cualesquiera в <s, zE X, ion los conjuntas 
Aur Ay € y tales que Pux (4i) = Pus (Ay) Y di 5 A S Ау Supone 
gamos quo jf simboliza una o-ilgebra on la cual están contenidos 
todos los sucesos А € J^ tales que para cualesquiera u < 4, =€ X 
existo un suceso A, € Dj, para el cual Paz (А Ad) = 0, dondo A АА, 
designa la diferencia simétrica de los conjuntos А y Ax: l'or analogia, 
wa w^ una completación de la o-ilgebra 3 según la familia de 
adidas Pug, dondo u «c у н es una medida probabilistica arbitra- 
Tia om (X, ©), mientras que Pay so determina por la fórmula 


uo наор, A, дезе, 


Por fin, dosiguemos mediante X la aálgobra de los коюн А € S 
dales quo para cualesquiera « e£ y la medida probabilistica ji en 
(Rr 4) оде ча suceso A, C Ж рма el cual Pay (A АА) = 0. 
So puedo demostrer que pais toda función aleatoria acotado 
énediblo y la función Magn es Y*-modible como función de x y que 
Ла aplicación E (i, -) del espacio (O, Ñ) (y, <onsocuontemento, del 
espacio (0, 90, dado que Ñ GB) en ol espacio, (X, 19) os modiblo 
a e < санага. Además, para cualosquiora s < £ y A ЄЎ! 
es Ашы E Corman 
Р, (189) Paw (4). 


Asi pues, ol proceso (10, Tf, Ры) es do Márkov en ol ospacio 
Пака E Wj. Рог oso, sip, cuado ма cómodo, podemos con- 
siens que Date, à - Gp. Mt. 

14.2.3. Condiciones de regularidad. Sea (t (Ds Gh Ры) un 
оошо de майн a paco Tasico Cr) enel palo da ugue 
раю (d; 2). Ести certo да j una medida proba- 
Ыйса en (X, Yj. Consideremos uaa función aleatoria (ê (o. £> 
> ч] subordinada al flujo de o-ilgebras (858, £> sa) y definida en. 


ме 


el espacio probabilístico (0, sre, P, 


may 


nate tens ac 


oria es de Márkov, definida 
la probabilidad de paso 
Че paso del proceso 


gora t> me gon da 
(а, f, ta Г) que со 


so doduco que los 


cuando, 


pro- 
dde 


Exarinomos ahora Ta pm un proceso 

do Márkov con la probabilidad de paso prelijada. La respuesta nos 
Ja da ol teorema que siguo. 

jean X ия espacio separable métrico completo y Y, 

puntos Lorelianos X. е). Supongamos 

тС or FEN, 


finds 
ED, que satisface 
1) para *, t, T fijados P (s, z, t, T) es S-medi 
@ "к = tdem Р, tT) oe una medida probabilem 
en (X, 
3) para todos lot EX, O <s < tj о, 


Po wne feos s dp) P (tı. у, 


n. 


En cate coso estate un proces de, Ман (ininterrumpido) en el 
«еде flaco (X, com la реа d pare P ns БА. 

faro que tanto cen ia definición dol proceso de Мох, 
фото on ol teorema enunciado el conjunto 7 puedo ser un segmento 
finito о incluso cierto subconjunto del conjunto 0, se). 

Parece natural preguntar, em qué condiciones рага la prob 
bilidad do paso exisio, entre todos los procesos equivalentes do Már- 
kov, un proceso cuyas Tanciones muestrales o las trayoctorías del 
cual (os decir, las funciones E (t, o para ө fijado como función de D 
posan una u otra propiedad de regularidad, digamos, sean continuas, 
орав límitos a la izquierda, ote. Antes de dar la respuesta а ема 
pregunta aduzcamos algunas definiciones. 

Delinición 2. Un proceso do Márkov Œ (0, Ni, Pax) en ol espacio 
го (X, 8) (8 es la c-álgebra do los conjuntos borelianos) se Паша 
айо continuo a a Sascha). ai рага cau Hor Y e 


эю 


Sus шауга son continuas (contiouas э la derecha) con la Fo 

Probabilidad 4, cualquiera que sa 1> 2 

Definición 3. Se dice que el proceso de Mérkov ( (D. Pf, Pra) 

0 discontinuidades de segunda especie, si para cualesquiera 

ESO yz € Y pu trayectorias us tenta diacontimaldades de segunda 
socio con la P, probabilidad 1, cualquiera que sea 1% 

Desiznemos орана U, [гу una bela en X do radio в con ol 
contro on ol punto > y hagamos U, (з) = X N U, (2). 

Teorema 2. Supongamos que (E (9. f, Ру) ee un proceso de 
Markov en el expacto алсо (X, 8), donde X е un espacto métrico sepo- 
Table, localmente compacto y completo. Sea X la O-álgebra de conjuntos 
Vorne en X con la probabilidad de pem РО А К T) 


hm up Poa 8 ба) 0, 
DL 


entonces el proceso ($ (0. X Р, 
Marko privado de las discontin 
а la derecha: 

Г 


x) será equivalente a un proceso de 
dades de segunda especie y contin 


lma ep Pes t Dune 
[m m 


а proceso. (El) Qj. Р) ser) equloelente а um proceso de Márkoo 
continuo. 

44.2.4, Propiedad rigurosa de Márkov. Sea @ (1), $f, Pax) un 
proceso de Márkoy en el espacio físico (X, 8): Una magnitud aloa- 
{бта € = т (0) con valores en |», oo] so llamará momento de Márkov 
respecto del flujo do g-álgobras (Ai. t2 5) (Rf, (2 0). (f, t> 
"> 0), рата todo t> s эе cumplo la condición (o: v (o) < (€ 
(0) < € Rj (o т (a) < HY € F). Los momentos de 

iam. а votos, magnitudes independientes del futuro, 
condición (+ < 1) € 3F muestra de manera ovidento 

aparición dol suceso {т < A) slo depende de 
so durante el tiempo a partir del mo- 
momento 


mento а hasta a 
^ tolo momento de Mirkov del 
(Bf, tz (Rf, 100) (f, 1>s)) se lo puede poner on correspon- 


mpo < respecto al flujo 


ia м cdigee (iO. 3). determinada creo sn tatalidad 
do todas equellas ACHACA", ACI. para los cuales Ап (хс) 
uoi A ANDES 

Es evidente que la magnitud t es B£-mediblo у si <, y Ta son 
dos momentos de Márkoy respecto al ojo (M, ¢ 29], para los 
cuales (1, < т, entonces 34, Bt. 

^k menado suce ser nececcio considerar el valor de vas función 
O 2 а omo aleatorio de ‚лиро v. Para que de 


moras an 


resultas se obtenga una magnitud aleatoria. hace rd las funcio- 
mos EC) (como funciones de £j scam medibles. Más айа, sl muestro 
desco es que E (<) sea gimedible, se debo exigir que el proceso E (0) 
son Ja tal llamada modibilidad progresiva. 
Definición 4. Un proceso de Markov (0. Bi, Ры) en ol 
espacio físico (X, 29 so Mama progresivo medible, si pura cuales- 
Wer 2 Г фест} le aplicación Elo de] del бари 
(e xi, 71x i en el espacio (X, 8) es medible. Aqui, 7 es la 
-álgebra de subconjuutos boreliauos del segmento is, tj 
Observemos que si el proceso (3 (1), Rf, Pay) es continuo а la 
dorocha, vs progresivo medible. Si un proceso de Márkov es progresivo 
mio y Т an momania de Marior fno opero del Пр 
(f, £> 3) entonces el elemento aleatorio E (x) — $ (x (a), 6) cm 
valoros on (X, %) es Bi-medible. Más айа, sí (т. t> 5] os una 
Тана do momentos de Márkov finitos respecto del Пајо (37, £> 4), 
lontras que тү, para o fijado, representa en sí una función de f, 
"honótona no (бст лето y continua a Ja derecha. entonces al proceso 
aleatorio n (0 = E би (à) 9) será. progresivo mediblo respecto del 
flujo Че gálgobros (д>). 
He aquí la definición de un pros 
Delinición 5. Un proceso do Már 
Bf. Ры) en el espacio fósico (X, %) se llas 
entes condiciones 


rigurosamente de Márkov. 
Progresivo medible (2 (0 
Tigorosamente de Már- 


Mh T E MAN 
MCI CH TEES E E) 


junta б е «сс os, + C X; agui da очта do los sub- 
бодум horélianos del smieje (0. ao ~ ss 
2) para cualesquiera « > 0. 122 0, 7 € X. T € Y y un momento 
de Márkov arbitrario + respocto del flujo de o-úlgburas (R4, u >з} 
so vorifica la correlación 
DT 


саң por siento en el conjunto 0, = (ur t (ej < ec] respecto de la 
E Lx ; С M à 
dd e notar que en cl caso particular, cunado v (u ow by 
а desir, cuango ¢ (uj no es aleatorios La condición 3) de la в 
inei con la condición 2) de la дейда Y De oto modo" done 
de proceso rigurosamente de Mirkow destaca en le Wlalidad 
{годов los procesos do Markov aquellos que poseen ja propiedad de 
Матко también en ciertos momentos eledtors de едо а eni 
an dor momentas da Mio 
Si Q (0, Ff. Р) ee un proceso rigurosamente de Mérkov, y la 
función [nez e erred. mr ze c s C өе acotada, Une 
ЕСА ratones Hart E EL de Mises ТҮ e 
едда де {р cria positivos queda complida la соет 


Mas MEA е td, ss EG УВ 
Mago UE (EH d, Е + 4, 


(EO, +t, Гу 


ica 
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or cierto en el conjunto О, = {t < os) respecto de la modida 
Бро eie VD tede ti Maus 
A, ae e psc edo Mod (GU. Es ccs Ê (tall 
dondo z Е А s< min (i. tn. = 0). Entoncos 
Meco! (ê (e + 4, ë (e + tls ss (< F tp) 
SR E TF ar TH fs cs TF De 

Үогаийешов ahora el criterio de la propiedad rigurosa dol proceso 
do Márkov. Con este objeto delinamos primeremenio ol operador 
Th > O, que еда sobre la función acotada real modiblo / (4, 2J, 1€ 
tli. 3. 7€ X. rigiéndonos por la fórmula 


[OE 
So puede mostrar que si la probabilidad de paso Р, 
va, Pic? E ud una función edible de las. талайы 
Sanción (р (o, 7) sa medible según, un par de varia: 
"demás, acotada, Cualesquiera que sam X > y la función 


Teorema 3. Sron Lun espacio métrico y %, е -álgebra de lo 
conjuntos” medibles unicersales del. espacio. X. v 
dado un proceso de Markov (& (0, 

los siguientes condiciones 
ty Тед. la probabilidad de paso P (s, а, t, T) es 
según ua par de variables (s. 2 
D) para cualesquiera a ze 0, т € X, las trayectorias del proceso (er 
аваг, la funciones & (€ como funcioner de t. t > 9 son continuas a la 
derecha cast per cierto respecto Че Pag; 

S) Para cualesquiera т э 0. "E X, y para toda función continua 
acotada f (2, 3 € X, cal por cierto respecto de la medida Fug, las Payer 
farias dal proces ОПА (f. $ AO), fcn s son conlimnas а Ta derecha 

En ete caso, el proceso (EU Pip, Pao es riguroso de Arkon 
(Ani, Mo = 0, Med 

14.2.5, Procesos estándar. La definición que sigue destaca una 
clase do procesos do Wárkov que posen toda una serie do «buenas 
propiedades. 

Delinieión 0. Un proceso de Máckov ( (0. 9, Pax) en el espacio 
{амсо (X, 8), dondo X es un espacio métrico compacto local y %, 
ln ola de conjuntos бойм del espacio Y» denomina en" 
dar, si so cumplen las siguientes condiciones: 

а) Be Bf, =F para cualesquiera s, t, Oe < 

2) ol proceso (ÈU). S. Pas) es continuo a la derecha y tiene 
límites a la izquierda (véase la definición 2); 

3) el proceso (E (0). IM. Pax) os riguroso de Магы 

4) el proceso (El). Mo Ры) es casi continuo а la Izquierda, 
10 que significa que para cualesquiera s > 0, z € X. y toda sucesión 
mo decreciente de momentos de Mitkow taa 2 1,2. У барип del 
flujo (f, => 4) timo logar La correlación Km Els) =$ (lim y) 


F 


E E 


сам por cierto eu ol conjunto (o: Ша v, < с} respecto de la medi- 


Que : 
iege сену 


tuna f 10) Psi dy) 


es continua poc la totalidad de variables ( 1,7). 0 «со < 1, = € 
3) para toda función / € Ca (X) 


Jim sup LT DG) fe i0. 
ШЕ; 
"Teorema A. St P (s, т, t T) es la probabilidad de paso de Feller. 


en un espacio mélrico separable localmente compacto (X. 3), ent 
gio un peo de Mlrkoo etándar con la probabilidad де pum 


vora, la dofinición 


€) pora todos los s, t 0 <s < t, las aálgobras JS p en ol 
espacio ©, = (o: E (o) > 0 son tales que si s € £< u y A Cj 
entonces А N Ru E Yii 

d) una función de dos variables E ( 
w €, con valores en cierto espacio medible (X, 9), tal que para 
cualesquiera 0 с < f la aplicación E (t, >) del espacio (Qi, iM) 
en el espacio (X. B) cs medible; se supono que la a-álgebra Y contiene 
aos es conjuitos de va solo puntas o 9 3 

') para cada r2» 0, z € X Jas medidas probabilísticas Ру, on la 
olga р = 


ыба & t sistema de objetos а) — е) se mark proceso (que 
se interrumpe) de Маш, siempre que edo титрде ly spleen 
Condiciones 


tft ө, бе, C (0). 


1) para cualesquiera 0 < & < t, TEN, la función 
PG, z, t D = Pas È (O ET) 


Tg fen de = medio, con 1a partteularidad de que P (02,0 XS 
б та cualesquiera 0 се ЄХ, ГЕЗ se verifica 
la correlación 


Pur (EU) ETB =P (f. E(t 


cast por cierto en el conjunto y, respecto dela medida Pay (c... Quy, Р). 

El momento de tiempo È so denomina momento de отурба, 
El proceso de Márkov que se laterrumpe lo designaremos (2 (0, 6. Wf, 
Р). Es vidente quo si (ы) = +- о. entonces la definición 8 so trans- 
Кайна en la deflulción f para un proceso de Márkov que no so inte- 


ER función P б. з, ¢. T). definida en la condición 4) de la deli 
«ión S. so llama. probabilidad de paso del proceso de Márkov. Do in 
Condición 2) «e deduce que esta función satisface la ecuación do Chap- 
an — Kolmogirov 50 debe tener en cuenta que Рог X) «i 
Y da magnitud 1 — P (s, т, 1. X) representa en si la probabilidad de 
luo. al salir del punto z en el momento de Uempo s. ol proceso se 
interrumpa para ei momento, de tempo €. 

Та probabilidad o paso P (e, z 1» T9 з denomina normal, i pi 
r e vetea ү Pr ту a 3) 
lin P (s к, N) = 4. RI hecho de que ol aniio citado 


proviene de Ja desigualdad (e < f < t3) 


шт) 


бөз у= È Р, ай Ри ул P (t. 
x 


m 


іса que P (s, z, t, X) по creca de modo monótono como fun- 
Sin de 


ч 
ЖЖ ЖЕЗ 

жый je Niko con la probabilidad de paso normal e 

спона normal. 

Miti ples resultados obtenidos pera los procesos de Márkov que 
no se interrumpen pueden ser aplicados coh eiertas reservas а los 
Bites qve e interrumpen. Por ejemplo, de análogo i erro] 

и: 

"teoremu 1’. Sean X un espacio métrico completo y %, la álgebra 
de lor enbeoatanios Бандата de X, Supongamos, qué. lo” funcion 
Pert T eri о T CT staae las сопот 
АНЕ урин PEST TAA] 
"бта medida (no forzoramente: probabilltcay са ($. OY, con la peri 
Шанай de que PO D А э Р. уе, X] ж 1. 

"m ене ca, enel 


on el p 122.3, éstas serán equiva 
isiribuctones de iguales dimensiones finitas) 


та definición del proceso riguroso de Márkow interrumpido coi 
cido tm a дейши D eon la nica medicación созго O quo 
Je итге en la condición 2) dedo comple са pos coq wi el 
ninos en le condena 4 EE TOR 

Та айык ad риси de MITT. Inemempldn ийй es 


[EE 
Anblogamente, en la definición de casicontinuidad a la izquierda 
la correlación liu $ (eq) = È (lim v.» debe verificarse on ol con- 


junto (o: lim Fy < t (99) casi por cierto respecto do Pay 


El toorema quo sigua ofrece las condiciones de existencia de un 
proceso estándar que so interrumpe 

Teorema 5. Sean X un espacio mélrico separable completo y local 
mente compacto y S la Age de conjuntos Coreanos de X, mientras 
que Р, 2, t, Y) es una probabilidad de paso normal (es decir, una Jun» 
ión que salisjace las condiciones del teorema 1°) Supongamos cumplidas 
las” condictones: 

1) cualquiera que sex la función acotada continua f (1), x € ¥, con 
volores reales, Ta Junetón 


[o i Paz t dpi * 


єх, 


posee la шеме propiedad de continuidad: 
lim (T4 (2 T, Dy 


АА 
Sha P t, D. to) 


um 


donde Dy, (s) ө una bola en X con e centre en el punto z de radio t. 
y буш = XS D, d). 

LS ure caso efti un protege de Márka estévdar normal con la 
тайа de paso P тл, P 


443, Funcionales multiplicativas de los procesos de Márkov 


14.3.1. Delinielón у propiedodes. Sea (E (9). E, 3f. Pax) un proceso 
de Márkoy en ol ко (X, Y). 

Definición 1. Una familia de magnitudes aleatorias de valores 
moales af = af (0), 0 < £ < t, 0 € Qy, se denomina funcional multi- 
plicaiva del proceso de Mirkov, si se cumplen las siguentes con- 


a) Ta magnitud aleatoria af es р medible; " 
1) para cualesquiera z € X» 0 < < > £ < u саш por cierto en 
conia iy queda quenplid, resposto e la medida Ig. la Igualdad 


colma 
9 0o <1 par cualesquiera 0 сус, © € O- 
E 


Una funcional mulsiplicativa se Nama continua a la derecha, i 
para cualesquiera £ е Р б e C A, саш por certo en ol conjunta dy 
чыда respecto de Pas lim aj, = dp 
Demos un ejemplo de una funcional multiplicativa. Supongam 

que un proceso de Márkov ex progresivo medible respocio de las oci 
achras Bp esto significa que on la definición 4 dol p. 14:2 on logar 
de la o-álgobra W; so debe poner la Sz у on lugar de Q, 00), Sea 
v (e. 2) vna función no negativa. medible según un par de variables 
GETEN. SY SC X. Hagamos 

atc (7 ET беге 


69. 


Si lo lategrsl en esta fórmula es finita con cualesquiera 0 < s ac t < 
< Eo): entonces a; es una funcional multiplicativa dol proceso E (0. 
¿o Mama funcional multiplicativa de tipo integral. Indiquemos quo tal 
носови! es continua para todo 24. o E Dp o a 
Sean af у M dos funcionales multi 
Nárkov (EL, C. Aj. Pus). Se denominan estocísticas equivalentes, 
si para cualesquiera + 2 0, z€ X, ея, la medida Pey (af 52 8) O. 
Do Ja definición se deduce que si af es una funcional multi- 
plicativa, entonces aj. (nj) suerte que aj puedo tomar sola- 
mente dòs valores: © (aj jer ó 1, lo quo во 


сатав del proceso de 


desprondo de la ley 0005 17 
Loy de 0 б 1. Si et que ДЕХИ, entonces Pes (Alem 0 6 1. 
Vaio e dodo designomos mediam X2 uña (охааа de todos 


los ZEX. para los cuales Гы 
Togamos. 


1). Evidentemente, X4 C9. 


Bis s, t, Dm Murty Ga 
V. P9, ур (а) es el indicador del con- 

T 
1 


dondo 0 4 4 1< eo, r€ 


junto Г. Es fácil ver que para =, x, ¢ fijados la función P (e, z, t, 
es uno medida on Y y para ә, t. Г fijados esta función es Жо 


Adomás a. t T) satisface la condición de Chapman —Kolmogórov: 
P la, z, ta o (Pose ts an Pts ost T. 
x 
береп тех. гем. 
En esto caso 
Fs x t Тү P (sz tL Vy. en 


dondo P (y. л, t V) ex la probabili 
Bi Prad. Si este proceso сз normal 


14 de paso del proceso (E (0, E, 
entonces 
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Así pues, toda funcional multiplicativa del proceso de Márkov 
engendra una probabilidad de paso P (s, s, ¢, T? quo satisface la desi- 
ualdad (3.1). Con vllo. dos funcionales maltiplicativas sen estocásti- 
as equivalentes, cuando y silo cuando, engendran unn misma probu- 
bilidad do paso. 

El teorema que sigue muestra que bajo ciertas condiciones toda 
probabilidad de paso que satisface la desigualdad (3.1) es engendrac 
Por ciorta funcional. 

Teorema 1. Хи 
вш, 90) 


smor que se den 
spacio fésieo (X) con la probabilidad de paso 


P (n >, 1, D) y una probabilidad de pere P (e, x. t. T) que satiare la 


Ашы зү, 
D 
mo 

m sami O, ч) rte um mbconjunto палета siempre demo 
айыны кенеа рт aaa dl ie (E (a ET) 
paro u €J Nis d, TEB. 

En cet Condiciones este una funcional multiplicativa od de 
proceso GO, E M Ты) tal que 


эрлуу cumplidas le emdi 
ae genera por cierta 


Bin z, t, TOS 


Con ello, sl el flujo de йрй» р td) ev continuo a la 
dereha (o ue itio que gar y la función Bn, n, 6, ye 
continua a la derecha repeto de t en el punto t = para todos 
funcional malúplcaio а} prede ser definido de al 
se continue а la derecha. 
eren: Tas condiciones) y 2) dl teorema se consideran 
amplidas, si X ез un Espacio métrico separable, 8 esla adlgabra de 
Ton conjuntos berolianos del espacio X. y el proceso (E (0. be Wf, Ры) 
continuo э la derecha 

Camo conclusión de este punto demos a conocer una ecuación 
integral а la que satisface la probabilidad de paso P (s, z t, D sive 

enora por una funcional de ро mtegral. 
medible según vn par de 


Set v (2) una unción mo negatis 
variables de муан re Supongamos qu para dac 1 


DEA = ( 


СЕ -{ »( tena). 


Supondromos que la integral en el segundo miembro es finite 
cualesquiera ere to Elo) ® E 


Port Ma Ela 
эз 


entonces la función Р (o. т, t, Т) satisface la siguiento ecuación fnt- 
gral: 


AT 
=} Рф. z, u, dg) vlu y) F (os y. t, T) due 


44.3.2, Subproesos. Sean dados dos procesos de Mûrkov: 
Ф. Es Ff, Pas) y EO, E, 51. Paz) өп el espacio fásico (X, ®) 
con un mismo espacio de sucesos elementales D. Supongamos 
cumplidas las condiciones: 


a) Ê (o) < (o) para todo осо: 

b) 10—60 para 0700 
© fee ION, donde Wim (o: шй > 0, y IRI) os la traza 
de la ilgebra f en el conjunto By, os decir, una totalidad de 

sucosos del tipo АП B. ACSH _ 

En este coso sucle decirse que el proceso (F(0, È бр 
Jg фри por reduccion dol tiempo de vida dl pico (E, a 
^" Definición 2. Un proceso de Мое (£10), E, Rf. Fas) se Налага 
subproceso del proceso ( (1), C. Bf. Pa, si ol primero puede ser 
до gor reducción de lu vida de cierto proceso equivalents 
MAPP G. z, t. T) es una probabilidad de paso del proceso do Márkov 


(0, Ese Pes). en tanto que Б Gnt T) e la probabilidad de paso 
8 2u барлос entonces. evidentemente, 


Pos П <Р, 2, t П. 


Por osta razón del teorema 4 so deduce el 
Teorema 2 Si еп proceso de Marke ч. E, Bl, Ты) satisface 


las condiciones del teorema 1, y el proceso (E(0, È Ff, Pa) erm 
vencer la probabilidad de pase P s, z, t, T) del subpro 
Ter cura funcional roltiliatica ad ба price. 
(00. E Rf, Ры) en el sentido que 
Pcs, t Do Maye M af. 
En ciento sentido cs válida también la afímación inversa. 
Teorema 3. Sea a una funcional multiplicatina continua a la derecha 


del proceso de Márkow normal ( (D. L M. Pas). SL «к ad, existe la 
subproceso n. & Ўр Pa) de este proceso que su probabilidad de 
paso P (e, s 1, Г) oe genera jor la funcional aj, ex del, 

Plz t, EM (E (yat 
pora cualesquiera Oa St, 3€ X, TER. 


Si Pae(mi— 1]-1 para cualesquiera з эб y тЄ X, entonces el 
subproceso mencionado et normal. S s 

Examinemos ahora un subproceso (Ё (0), E, 81, Р) dol procoso 
(£0, E, f. Ры), el cual so genere por la funcional multiplicativa 
de tipo integral 


мене (f ven sona) 


con la función acotada mediblo no negativa e (4, 2). Entonces, 
Fuss t, Мар 
Hagamos t =» +- h y sea que А } 0. Con la exactitud salvo las magni- 
adis eiiam equis do onden espere tendit, тай 
m 

Ps tots hy X) Ps э, ahh Xy Mag {оо tt) di. 

Supongamos que la función e (x. E (4) es continua a la derecha 
Y el proceso ея normal. Entonces, para AJO, 

Psi X) m Peor hs Хул eth 


Sonda esc salvo ls magnitudon nl ptamente pequeños d orden 
superior. Si el subproceso (E (n, $. e, Ры) se obtiene por reducción 
dl mo de ы dul proc EU E D. Po i E 
miembro de la última correlación se escribirá en lo forma 


Pr Сева, 


lo quo representa en sí la probabilidad de que el subproceso T (0, al 
эйт del atado 7 on el miren d mpo Т interrumpa hasta que 
Tlegue el momento # -+ A. mientras que el proceso E ( nose intorrum 
a hasta el momento de tiempo indicado, 


Capitulo 15 
PROCESOS DE MARKOV HOMOGÉNEOS 


154. Definiciones y propiedades fundamentales 
M rin. El prec de Моб honestae puede ima; 
marso fniltivamenis cnm um nel al le pasas do un 
tado z à ейп con unio de estados Г durante c lapso desde s hasta 
ТҮЗ, ocurren con una probabilidad que no depende de s. Esto ságuiica 
uc Ia probabilidad de paso (e. т. £. C) de un proces homogéneo dobe 
eve [а propiedad de que la función P O, т? 3 A, 1) no depende d 
шөт» P (. т, Гу P (т, + А, Г), entonces para les di 
оез de dimensiones finitas del proceso tendremos 
алг 


E m frame man) se 


fre- 


Per th 
TT 
ste modo, on tuzar de Ja familia de medidas Pey. depntioutos de 
doo será wli. 
de medidas Р, = Pa, que sólo dependen 
lola variable espacial En otras palabras. cada vd, cuando un proc 
e dl estado т eu el momento de Gempa lame pa dla 
miento dol trapo de ша manera tal que cl punto e haga niil 
dul): Po mp. que debemos сона sona pida de der 
тЫ todas as rayectortas dl proces, lo que sigiica que 

© de cesos elementales Ба de xat eficientemente Fco. 


[TE EN) 


12 
du. 

НОЕ ОУ, E 
"D une función де des variables $ (0 = EU al, Ре (өз. 
єй que ima vates en cio АСА 


E 


a olo > 0 la aplicación E б, del espacio, (04. д en еуро 
Rd eines аро quo lao diri e cla tod ha 
CUP m) para tado + € X. Ja medida prohabilistica P, en cierta algebra. 
gend spacio Ө чур contiene todas lae 1 б. 
"Detinición 1. "FI sistema de objetos Af — e) forma un proceso de 
Markov homogéneo. м ve camplen las condiciones: 
A para cualerisera t > 0, PES la función 
Ра, т, =P EEN 
« pelle como Junión de 3. siendo P O, x. XK) = O: 
D para eualerguiera v. 125 0. TER e tiere 
Pa (È (EH 8) ETIR) =P Elo, D) 
өн por cierto перете de a medida Py en el conjunto Q 
А Р tado e € Giy, ere "e 5; ЕС 
АДАН: << Elo. 
арр ңә ир Ыбы. t 
ЕЕЕ 
Virminos generales. que 
arbitrario de ésta iam 
trayectoria ponte М 
empre logra 
a función P (E a y definida en a condición D 20 denomina 
км de paso, De $) to deduce que osta func засо la 
Ecuación de Chapman — Kolmogorov 


Pietna. ne f Pec sian Pt: n. n Ea, хех, TES. 


Con ello, P (s v. het. SI P (40, z, X) = lim Р, а, X) mm A 


ontonces la probabilidad do m же llama marmol 5 y el proceso corres- 
por pct йе Mino Vomógtro ж dará por б), EP) 

E eS тйс рос (0), C3 
Rn perte m dein Тишине o AGA 

s Tar 

ран gine ¿E ҮТИМ: 
с : rcr 
prim Roi ciis teca dee dien far e бог 
tiene todos lor conjuntos dol tipo (E (9 € Г} П 0, para ғ € 10, £j, 


UCET y de on RES F2 
нр een al ao (o, ER PA pcs АЛ. VER 
Como «e ha indicado сп el p. 14.2, las e-álgebras 9), kd ser 
UA purius Erica Ium 
hip pipe a TEES NER 


No obstante, con frecuencia los conjuntos de sste tipo están conte- 
nidos en la intersección de las completaciones de la -álgebra S, egün 


*1 sistema do medidas Py- Designaremos esta о Одете con S En lo 
sucesivo consideraremos que ү = Sip 6 im Y 


зз 


КЕ 
Her 
тей y N 


Pa С! e) Pyta). 


(Sañalemos que de a condición 1) d la definición 1 so desprende que 
Farm todo 4 Eme le fnción Pa LA) os бшед, Las distribucions 
Ao dimensiones finitas de esia función aleatoria ороп por erpreión 


Va EDE Py, EDET, (EET. 
=] mej Lor Lx 


„д... 


sa Pn Incas nets й), 


donde O < tems 
habilidad de pas del 
el nombre do distribución 


тех, LEU. que arvo de medi 

de qud Pr Хш Р, 

Sia función de s -edible para 1. T À 

ЕЯ та » 
1:3. Operadores . Defigamos una operación 

4 аршы бе! > 0, dls conjuntos de i v ler Pin 

un conjunto dol tipo (o: E (9) € T, s 20, ГЄ 3I, hagamos 

UROEN = + ET) 


Además, oxigiremos que los operadores 0y conserven todas las opara- 
iones téóricis de multiplicación. De sta manera, a acción dl opera- 
"lor û, en todo conjunto А € 5t че determina univocamente. Por ali. 
plo, 0, == rg, mientras que los conjuntos cilimdricos 


Keon r, тїй in 
, que repevgenta en 
Satialaco la ecuación 


[I DIIS 
bajo ol electo del operador 0, so transforman on los conjuntos 
{E + DES ur 


E 


e para 
Jn términos de los operadores 0 la condición 2) de la definición 1 
puedo ser excrita on la loma 
P, (OEE T) RO = Pao RIDE) 
сан oe cierto respecto de Pe cn el colono Qu e E. Or. 
as фонда а aye del procesa de tow Е O 
constituyen 'soncillos corolarios de la definición 1. 
1) S4 EA, entonces. 
Р, {OA R= Py (4) (ере, @ Tu) 
2) SI AES, BEN, entonces. 
PAN бил= { туь Py дө), 
à 
3) Si п es una magnitud aleatoria acotada %anedible, entonces. 
My (oy) Myn (ере. e, Pa). 


4) Si Ja magnitud x cs acotada y Si medible, mienta 
es acotada y W-mediblo, entonces. j 


My об) = М бү). 


тет 


152, Semigrupos de los operadores 
on los procesos homogéneos de Markov 

15.3.1. Semigrupo de los correspondiente a la probabili- 
dea de pss. Soa бу, È, зе ES un Tomogíaeo Че Mérkov e 
el espacio fáxico (X, $) con fa probabilidad de paso P (t. z, Г). Desig- 
mds con В (X) un espacio de Banach de todas las funciones h-me- 
"lies acotadas males ew X, cuya norma es }/ = sup 17 C) l- 


E 
Extulnamos өп B (X) una familia do operadores 74. fS 0, quo so 
definen mediante la fórmula $ * 


= | ТОРО, =, dp, HEBON. 


De las propiedades de la probabilidad de paso se deducon con faci- 
Vlad Jas siguientes propiedades dela fait de operadores 7i ( = 0) 

4) para todo to» 0 T, es un operador acotado lineal que aplica 
в (X) en B (X), con la particularidad de que i 7; | t; 

2) para cualesquiera 7, £ > 0 Т, = TaT: 

89 Si (a) > 0 para todo z € X, entonces fef (s) > O para cuales- 

quiera z€ X, y t> 0; 

4) атш = б, entonces Ты (2) = 0; 


зи 


9) si para todo гє Х lim fa (23=/(o, 
зир Un Û <c, entonces Йш Ти» e) Ti (a). 


Una familia de operadores (Ty. £> 0), satisfacientes Ins condi- 
ciones 1) y 2) se Iama semigrupo contíayento de operadores. La pro- 
Piedad 3) significa que el operador 7, deja invariante ol cono do luar 
ciones no negativas on B (X). 

De este modo, todo proceso de Márkov homogéneo on el espacio 
fisico Qi, V) орайга un semigrapo contayento de operadores 

Ti. 1 > б), que satisface las condiciones 3) 5). Con ello, os procesos 
le rov equivalentes engeadran un mismo zemigrupo: 

Se puede mostrar quo todo semigrupo Es] do operadores, 

ic 


f € B(O, siendo. 


Ыис с-ту 
EO UE) 
PETRI 

Así pues, con el fin del estudio de los procosos de Márkov se puedo 
Min E 

LE e RE sa (r, gr epee pee 
eee Ee en ede get 
dole set онсе aperado Inia ЧЫ 
E RE 


| jo. 


Su dominio do dofinieión D4 consta de todas las funciones f € B (z), 
para las cuales ol limite 


lim 
Dri 


existo uniformemente respecto de zE X. Ка evidente que D, c 
€ Bo (X) 9 (f: f EB (XV. lm | Ti] = U). 


Indiquemos algunas propiedades del operador i 

ША шыт del емие De ш «Гыз de 
según la norma) coincido con B, (X). 

D Si TED, entonces Ау, (O) y 


3) Si f € DA. entonces la función Tif es fuerlamente derivablo 
repito de ВЯ 4 


TH ату eT. 
4) Bl operador 4 os cerrado. 
м 


rà los números positivos À delinamos los operadores t, en 
(X) mediante Ia fórmula 


Meia f reign, 26,0). 


ide sor notado que para g de esta indole Тү cs una función acotada 
menlo continua, razón por la cual la integral quo figura cn la 
isrmula siempre existe para > 0 y delenmima cierta función de 
SQ. La Tania de los operadores Jt se denomina resolvente del 
somugrapo Тү Las propiedades de la resolvonte 

T para f p > 0 зе verifica la ecuación de resolvente 


1 " 
LETT 

amici: 

3) la función Y = Aye os la única solución de la ceuación 3/ — 
— ajo p. А> F E Be O) 

бе osto modo! ifa — ЧАТ — 4)-1, donda es un operador uni 
y ну aplica bimaivocamente D, (3) sobre Da- 

"Hagamos Ry (z, Г) = Хр (8. A > 0, 2€ X, PES, La fan 
ción Fa (z, T) a6 lama múeleo de resolvonto, Evidentomento, 

man] ву, айе), EB) 


15.2.3. Procesos continuos estocásticos en los espacios topológicos, 
Soa Р, z. T) una probabilidad. do paso homogénea en el espacio 
(X, 9). Do acuerdo com ol p. 152. ela genera un semigrupo de opera- 
Soros Тү que actúan өп el espacio B (X). El operador infinitesimal A 
@ esto 'somigeupo lo vamos a llamar operador infinitesimal de, ln 
probabilidad de paso P (f, =, Г). De conformidad con el р. 15.2.2 


Û ODP, а, 40—100 
Apte lim E 
Da 


T 
con la particularidad de que / € Da. si esto limite existe uniformo- 


monta respecto de z € X. 
Surge una pregunta: n qué condiciones la probabilidad de paso 
la pregunta 


so амеба valvteamente por se operador [зке 
"Antes de enunciar e terms que da ln 
plane он аав а la noción Че probabilidad de paso Sono 
ЕЯ o topológico, mientras quo Y es la o-álgobra de 
oda E un espacio а, mientas quo $ ез » 
ioe subconjuntos Burela de Una probidad de paso bomoginga 
PET) Damarê continua etocktics, sl para todo z € X Y odo 
nl Û dol punto z queda cumplida la correlación: 
ip PU. a Dt. 


Dosignemos mediante € (X) un espacio de funcions Acotadas con- 
tinas velos dedos en S] PA. TT sl probabilidad de pe 
Continua m sl'espacio (X; 8), y Ty es un semigrupo de 

өн ma D (A) que eoresponde а dicha probabilidad, entonces 
Sis toda € C (D) n6 vertes 


lim TU toe 


cualquiera que sea x € X. Más айа, si cierto semigrupo Ту, engendrado 
por la probabilidad de paso do Feller Р (£, т, 19, posee dicha propiedad, 

оч P (=, T) eo continua estocástica. 
Teorema 1. Toda probebilidad de pase continue estocásica en el 
дшге tapelégico ve define univocamente por ти operador infinite- 


Observemos que la probabilidad de paso continua estocástica 
es normal, Por esta razón, si A es un operador infinitesimal de la 
probabilidad de paso continua estocástica, entonces defino univoca- 

into (cou la exactitud salvo la equivalencia) cierto do Már- 
Xov, Do este modo, el problema de descripción de todos los procesos 
continuos estocásticos en (X ®) o reduce а la deserpción do todos jos 
operadores de esta clase ва Й (X) que son operadores infinitesimalea. 

Tus probabilidades de paso coatinuas estocásticas. 

Puedo ocurrir que el semigrupo Тү, generado por cierta probabili- 
dad do paso P (1, z, T), deje invarianto cierto subespacio 2 del espacio 
В (X). Al considerar el semigrupo 7, ou el espacio Й, podemos detormi- 
mar su operador infinitesimal on 4. Este so ilama operador 2-inlinito- 
simal de la probabilidad de paso Р, z, T). Si ol subespacio Л es 
suliciontemento rico, se puedo sporar que la probabilidad de paro 
Р (t, з, T) во defino univocamente por su operador B-infinltesimal. 

Sean X un espacio topológico y %, la o-dlgobra do sus subconjun- 
to9,borelianos. Se Фе “que da probabilidad” do paso. homogtnos 
Ра, т, T) en ol espacio fisico: (X, 8) Jova el nombre do Feller, si 
para cüalosquicra ¢ > O y f € C (X) so verilica 


ти e-j в, а. улай с. 


En otras palabras, una probabilidad de paso es de Feller, si ol somi- 
grupo, quede comsspondo deja invariante el esposo C (X), Dy proceso 
lo Márkov quo tene probabilidad de paso de Fellor también recibo 
el nombre de Feller. Un somigrupo engendrado por la probabilidad 
de paso do Fellor, э puedo considerar en ol espacio C (X): Su operador 
infinitesimal en cete espacio se denomina operador C-infinitosimal do 
la probabilidad de paso correspondiente. 

Teorema 2. St el espacio topológico X satisface el primer azioma 
de numerabilidad, entonces el operador. Cnfiniterimal de una probabili- 
dad de paso continua y estocóstica de Feller define untvocamente esta 
probabilidad de paro. 

15.2.4. Procesos en los compactos y scmicompactos, Veamos ahora 
qué operadores pueden scr inlinitesimales para cierta probabilidad 
[o раз. 


opongan primero que X es un compacto, Y cala оча 
do sis hubtonjentbs Бото зоа y Р (i 2. 10 de probabilidad de paso 
йш ee Er), calina y мына, Se fundo мма qui 
ш ca CO Ba QR (аө ew el p. 153.2 deliletón dl рзд 
Ty y. debo manica que pars ida ЄС, NP Ю 
EET 

"Toda probabilidad de paso continua ostocástica do Рае ea, са 
“Тузу epep kepre ie 
io sentido. Supongamos que p es una mleca en ) espacio X че en 


p 337 


nêra su topología, Us (z) os una bola en X de radio ғ y contro en el 
unto 2 € X" La probabilidad de paso P (zs T en (V. ®у o йаша 
nilonemute conva estocisio, ы 


Jim sup (OP, 5, Uia 


es necesario y suficiente que e cumplen las siguientes condiciones: 
1) el dominio de definición D del operador A ei siempre denso en 
© (X) (en el sentido de una métrica uniporme): 
2) la шалп 
YA => 


Mene la solución JE Da para cualquiera EC (X) y A >O; 
') C f eel O Gg) o 1 0) para АНЕС 
A1 C probabilidad do paso so Ш liva, М para tol 
S probabil so Mana comservativ, М yara todo 
¿20 y todo 2 € X шшер э, Ху = d. La probabilidad do paso 
Ж дланта usa y slo cuando, wu opurador ишен А 
КОКУ 
неш de cera propi 


de paso 
qn 


compacto, es un. de 
paso continua estocs sólo cuando, 


> O el conjunto (z: £ EX, >а) eto en X). 
no SS EE LLO >Ч ма a E en 2); 


o Ten 


infinitesimal de la proba- 


урма dicta probabilidad, (OZ De QD. 
EE "condiciones del teorema. AS oh esio caso 
36 puedo elegir el proceso 

ЕЧ E stes dodoratimendedes de segon 


dor unen en el 
QN). Pare que А ses operador Сактасан de чепа Pro- 
io ex X. contina асаана узай ете la condición Cor 
Ж necesario y. voici que dicho eperedor вашае lay condicioni 
T S] del teorema 3 (en las condicions 1). 2) e debe matar C (X) 
por Ce UD 


453. Operadores característicos 
de los procesos rigurosos de Márkov 


15.3.1, Procesos rigurosos de Márkov.- اڭ‎ „и, Py un 
Tee йе esum te 


tas condicio 

a) 0 < (el «t 
D) para todo i> O 
peus a = ( 


ra todo а 
AA 
бө) < L(o). Pam o£, es tiene 


vidente que, al hacer є (o) = & para TE Qu, y v(u) = 
obtendremos un momento de Mårkov (aquí, 

Hagamos ahora 

Tp (в) = int (0 e< Elo) E o) ET), PED, 
si el conjunto entre las Haves es no vacio; do lo contrario, hacomos 
Ep Coj PTOL падай sy w Tama momento de a primera 
ада del conjunto T. Si X es un espacio lopológico, el procaso es 
таа дит раја Г. ЕТ a etie trat a 
Magnitud тү сө un momento do Markov, 

Sea, ahora, (ê 0 Stu, Pa) un momento de Márkov progresivo 
medible (esto siguilica que 18 aplicación E (s. 4) del espacio (0, 1) X 
Se. VT» Ht) om el espacio (X. 8) es medible para todo 4). Si v 
os un momento de Márkov, entonces la aplicación E (т (0), ш) dofine 
Wa aplicación medible del espacio (th. 3) em el espacio (X, ¥). 
{содан que Siy, маа lada e odor os A'E SU ld que 


23 

proceso de Mérkov ivo mellble (€ (D, t, 

x. PO as ama олово de Markov. qi para сш 

LADEN, Е para todo momento de Майот x so verifica. 
P, (+) € DI) =P, E (0,1) (ере. Qv В. 


El teorema que sigue proporciona una condición suficiente para 
que un proceso de Markov sea riguroso. 


E 339 


Teorema 1. Un proceso de Márkoc de Feller continuo a la derecha 
es en el espacio [tico topoléica rigurorawenie de Мн 

э E (Oy БЯ, Гу иш proceso riguroso de Markov. Determine- 
mos los operadores de desplazamiento ly para A c A у «momento do 
Mirkoy т. haciendo uso de la олај 


A= Û uni (n 
3 


Si т es uoa magnitud aleatoria S-imedible. садове hagamos 
ont) os 
M). За funcion 0,1 está delinida solo 


para e£ [t (e) — t 
BEN над m 
VUELO etus di nés Eli ia Ner t 
elis Siete gentes ll provo peg de Xie e 
naie dos E Pii Шап Eae me 
1) Ps AN) m (A) (c. p.c. Og, Р.) para todo AEN; 
2) рата cualosquieta A CX, y BER tenemos 


PLANO (т (D) Prida), 
„ 


2) pura toda magnitud aleatoria acotada Stamedible y se tiene 
М, (Оу) Myro (ере, La, РШ), 


4) para toda maguitéd aleatoria acotada Зама Ме y y todo 
тар! acotada ода x ae veniice M 


My) = My (ngo. 

Jm conformidad con la definición б del p. 14.2, un proceso de 
Márkoy homogónco normal (8 (0, i. Ny. P.) en el espacio fisico 
(X, 20. donde X es un somicompacto y €, fa c-Algebra do sus sub- 
conjuntos borelíanos, se lama estándar, siempre que estén cumph 
las condiciones: 


PE proce | y Ec Ed c rigent de Mio 


el proceso ( t Pr) es cas 
Teorema 2. St P (t, s, P) ei una 
mnia comparto, 


lado sean УЫ 

E rs de Md nda! son la probabilidad de 

ме. O 

И ‚Сото conclusión de este punto daremos un ejemplo de un proceso 

do Márkov que no es rigurosamente de Márkov 
Ln fe Pere] Y D. кы Dias 

кейшг X. Haganas pan IS OREA PS 


1 ы) 
Раз. »-{ Уз. Jot) TT 
09. si a= 


los conjuntos 


E 


Ys ей ver que según esta probabilidad de paso se puedo construir 
ча proceco de Markov. (E (0, S Pa) que sed bocsonfaeo continuo 
eno а interrumpa. Fat est poco торды aleatoria (ia) 
TP re que таргет ol momento de la primera salida dol 
conjunto XA (oj. es un momento de Márkow. Supongamos que dl 
Conjunto А ciel Se util, para los cuales emate u a quo 
fm шыш a D£ is ei = ф Баш, Pe (A) = 0, cuo 
$E Fev Lego es ideni que бд = A constancia 
«o unl a is 


Р, (0,4) m Ma Pug (4) 


по puedo cumplirse puesto que cuando s ж 

mulo, mientras que el 

dir que el pre GGA. Ж, 
1532. Operador característico: „Sen 0, Ea 

оп ol somiconipacto X, continuo a 

БЕА de Mikael. S A e sn operado 

simal de esie proceso y [€ Da. se verifica la formula 


уйй У, nao 


MIO roe, | ан 
з 


cualesquiera 2r 0. 3 C X (via el p. 1922, propiedad 2) de 
or lines. ОСА Аан 
esulta ques, que en ciertos casos esta fórmula queda en vigor, 
undo t Delle por el momento DCN SA taben, мат 
їл momento de Márbov para el proceso (i y sopongumos 
Rue му: o En eie raso, н Tebar w velit e 


seta rien, | атау. an 
* 


El punto xa € X se amará absorbento, si Pay ( (0 = xa) = 1 
iodo $ Рак аин punto еріт a, e Mun que 
odo TEB OXY үз ча punto no 


Турта el momento de la primera tia del aunt 
"Diremes que la sucesión de entornos (a, n = jel 
punto z converge bacia 2 (U, 4 2) d para vi todo entorno U del punto x 


Srita tal re que para я эта ка 
лао que st X Аа un Diis nó absorbente del proceso 
E: E P, e caso, de la fórmula (3.1) se der. 


Ua bs. En 
EN 


prendo la Сод 


At (se lim ME a1 


en 


donde v, = тр, siempre que / € Р, y la función Ау es continua en 
el punto z. Cuando z es un punto absorbente, 1, = ое para todo 


m 


entorno U del punto з. Por esta razón podemos considerar 
Segundo miembro en la fórmula (3-2 e аша em ин punto absorbe 
T mismo sucede com el primer miembro 
"De este modo, s1 4 ey un operador Canfinitesimal del proceso de 
Feller. continuo a ja derecha, y / € D 4. entonces cl valor de la función 
AT. ara todo s e X» puede сше ens (8), 
slgnemos mediante Dg una totalidad de todas las funciones 


4€ € (X). para Jas cuales con ғ € X dado existe el unite 
мә Gaah), 


dondo U, es una sucesión arbitraria de entornos del punto z que con- 
vergo habla ¥, еш tanto quo Ta = Tos. Para /€ 0 AS 


E 
2 € X cualquiera y дейдо cierta función 
ш "característico del proceso. 
inio de definition Р = ү Da т compone de odas n ano 
clones / € C (Уб, para las cuales sl imita on el segundo miembro de 
la fma (3.2) eto sire, cualquiera que sea £ € X. De lo ani 
pior fluya quo el operador earactorisdeo de un procaeo de eller con 

echa га el somicompacto X е la dilatación dem peras 

Esto signifies que Da 


Dy Y para f ED, ве 
verifica la igualdad: Af (x) = QJ (2) 
SI U ts un subconjunto abierto de X y т = ty es ol momento do 
la primera salida do t7. entonces hacemos 


лоб ГР, (EET, «EX, TER. 
La probabilidad a (z, T) ibubilidad do salida dol 


o U. En términos de Tas probabilidades de salidas ol oporad 
соте И. n tile де Tas probabilidades de salda анон аа. 
característico puede sor escrito on la forma ч 


F 1G) no, te dj) 1 0% 
arae lim E + 104» Un i 


todo operador caractorístico ке define por Ins probabilidades 
de salida y por cl tiempo medio hasta Ja salda de Tov entorno del 

punto Inicial; tan poqueños como eo quiera. Si росто mo во inte- 
rumpe y es continuo, entonces E (ry) гө ө Ja frontera del con- 
Junto U Por eso, para los procesos cüntinvos sl operador característico 


as oen 
Observemos que para los juivalontes los operadores 
caractoriticos coinciden: Sin ambargo, si para dos procesos coincid 
sos operadores característicos, esto todavía no signilica quo los proce- 
oa son equivalontes. 


En casos resulta posible describir la relación existente 
enit los operadores infiniteslmal y caracteristico con mayor pre- 
Teorema 3. 1). Supongamos que (E (D. My, Py) es un proceso de 


Feller en el compacto X, esteedetico continuo e intrlerrumpido, Sea A 


E 


el operador CHtnfinitenmal de este proceso. Entonces 
Da DACON: EC (XN. 
2) Sen (E (0, R 


nuo e intnterrampt 
Canfinitesimal. En 


YQ) un proceso en el compacto X, estocóstico cone 
ue satisface la condición Co. у e A vu operador. 


OS 


454. Procesos con un conjunto numerablo de estados. 


PR, 


donde a (zh s una función no negativa de z, igual, quizás, en cierto 
puntos а ке 

i pues. po 
Dala =: сп esto рю т, © Ex y el punto z o lama мөр 
ente т cl ту. 15.93) r 
Р = i са e caso +, — O y el punta а к denomi 
in t 
punto! de retención. 


T———M Qa 


todo punto x € X existon мея posibilidados: 


esto caso 0 < т, < о у зе Mn 


tonces em cala wan de los tres caos, evidentemonto, а) 


(Mera) 

пената o v е, € fu Gual u ponite (рена 
lo £ y û) tal que pora todo А € [0, 8) se tiene E (0 E (t + M). 
а уои 
УСС МЫЕГЫ ыыы”: 
prius d ЛЫШТ РЫШ EE 
BUR Tis 


алое кома ane a Hal) f rona ts dp. 


donde a (ej = (мус. a tr, T = Py fE (eg) €T) fevidentemonta, 
Spesso velo privado de рий йе йй, por cna a (8) + 
o para 2E Xie 

"Uh proceso irregular se denomina escalonado, si pora todo o cl 
conjunto е los momentos de salto no liene puntos йв dentro del 


эз 


intervalo [0, E (өй). Si P (i. x, T) es una probabilidad de paso en ol 
espacio fásico (X, :8) y st uniformemente respecto de z € X 
im P(e. sa). 
= 
¿plc exito un recen irregular eon la probabilidad de poo 
C. 

35427 Dilerenelabilidnd de Ins probabilidades de paso у ecuaciones 
de атарот Esaminemos más Роан [ле pommes ҮК 
Uin nimono numerabile de estados, Se Y ua comfimto ийге о If 
nilep y ка B a o beni de todos ev Sullana. En euis cuo 
тол эйс contrer 1, prebabiusd de Put e clus 
ш panis Pi a у Pr De perl Nue дса e m 
TS Pies La бше Р. £2 0, PE, ийм» 
las condiciones; 

a) P (t х. 0) o 

D Sri zt 

Р 


O Pets pa S Pisos APU +. Do E00 т, ЄХ. 


Ei 
La probabilidad de Raso P (t 7, y) se Urnorina estocística eon- 
Ча: sl зе cumplo la condición: ^ 
d) para cualesquiera z. p ы Р. т, am (s y), donde 
Sle 0) 0 pam уй y у Û (e, уут pora rom y. 
PU mde F Р ы liic Jas conticionro 
para ! > 0. una matriz P (0, llamada semiestocíni- 
Tn condición 9). queda cumplida Ja condición 


UA] 


P(N Pi = P(A P(N = РЕА. 
Teorema 1, Sean dadas las funciones P (f, т. p), 


>On yeX, 


aue gatinfacen Jas condicions пу = d)» En се cu 
A) para todo z 4 y eztsten limites finitos 
Puny, 

T 


elz, p) im 


2) para todo z € X етше un límite 


4P 2) 
T 


ete) =m 
p 


Igual, quizás, at 
3) para todo ЕХ 


SOS 
E 


Si un process con la probabilidad de paso Р (г, z, y) satisfaco lo 
condición (S) del p. 19.41 y тү es el momento de la primera salida 
del estado 2, entonces 


Pee gu 


(r) < +00. Se puede mostrar que on el caso dado a (2) = 
= Z (r), donde а (7 está introducida en la afirmación 2) dol teore- 
ina 1. De esta modo. a base de la función а (z) podemos clasificar todos 
los шов despacio X en Jo de paso (e 1] < es), los absorbentos 
(a (e) m 0) y los de retención (0 < a (z) < + со). 
Un punto *, que no es de paso, se llama regular, si 
seS emh 
E 


Es evidente que los puntos absorhentes sou regulares Un procoso, 
todos Jos puntos del cual son regulares, se denomina local regular 
la para cierto e EX a СА F ap, entonces pora cualesquiera 


пет se verifican las desiqualdn 
PE oS a, DPU s вз 

Р 
"чн Су ри, у, да. ah вз 

E 


donde e ba puto ste a = ca 

exem PRU para la fantin IA ж. s 1> 0, r. V€ X, que 

canas Ta dod = d d pane sd lr nl 
e tap el ima de dium 

REEDS ee эри, sro 

#1 sistema, de scvcions (4:3) Ieva e} nombro де primer аша 

„ышт анна nd Tea e oración 

lim P (t, z, 5) 5 (2, y), x.y EX. 


єх. 3 


y 

Degignemos mediante А una matriz con los elementos a (r, y). 
э, y € X: Las ecuaciones (4.3) en la forma matricial se representan 
Сото sigue 


ёри) 
PU Lapi, 
donde ZPU oy una matriz con los elementos UC, ye x. 


El sistema de ceusciones (4.5) puede eseribirse, además, en la 
forma siguiente: 


Pm preme [onm Y es arta s ne 
UUS 


us 


Cuando у = z hagamos a (а, J E, а necatus у 


абе, = pam a (s). En ене taso el, sistema precodente 
ines eitis pueda sd сый ер a Tonan 


Ре. (аео S аш, a Pies Ms 
i ES 


EI 
Д 
Риз, necs ашу” У аш, ах 
AP UE s adi EX. 


A estas igualdades se les atribuye con facilidad wn significado 
erobabilisico Por ejemplo, fa segunda de elos puedo wr interpretada 
sí: al salir dol estado т, ol sistema puede encontrarse en el momento 
Че tiempo ten el ostado £, o bion sin salir de > durante lodo ома tiempo 
(la probabilidad de esto suceso es igual a 42" o Меп, al salir por 
Primera voz dol estado z on el momento de tirwmpo + (la probabilidad 

е este suceso ex igual a a (2) «79/7» ds), el sistema pasará al estado 
£4 э (la probabilidad de este suceso es л (7. 21) у, a contimvación: 
durante ol rosto de tiempo 1 — s. pasará del estado 2 al estado z (a 
Probabilidad de esto suceso е igual a P (£ t f. £I. T este caso 
di 


emos de sumar (mts) c producto delas profabilidados menciona: 
ls итенә бе Tos montes poe dl 
estado т os decir. respecto a т. a partir de O hasta 4 de todos 
Js айо 2 v > Por соем, las magnitudes (o. Шию 
idas se interpretan cama las probabilidades de qur on #1 momento d 
Ter salida el enado al ems on enana en ada ү. 
ego. al sustituir on (4.2) el signo de destemadad por el de Igual 
dad, "ona ros el segundo sistema de ecuaciones de Kolmogirs 
unn, 
MUSS pus dete трех. Y) 


No obstante, incluso on ol caso cuando todos Jos puntos z € X son 
Ves л pued. en voe. afinar que ls probabilidades 
РЧ, z. v) (es dcir, las funciones que satisfacen las condiciones a) — 4) 
тй e ena de gcacines (dy La codicum ийаш para 
^ ades P (t, т, у) satisfagan el sistema de ecuaciones 
@ у es contenida en la siguiente afirmación. 

Teorema 3, Supongamos que lor námeros P (t, з, 1), £> 0. т. 
y€ X, Jorman una matrisetocátlca para la cual зар а (2 = o. Enion: 
fas, todos Тм puntos т C X son regulares y los peatabilidado P (i) 
Aatisfcen e segundo sistema de ecuaciones de Folmopiroe. 

Podemos mostrar que el carácter acotado de 14 función а (7) ee 
equivalente a la condición 


im sup (1P (f, z, її = 0. 
Jim uppi z em 


imera salida del 


мв 


En oste caso. como гө deduce del p. 151, el proceso con la 
habilidad de paso Pa z, y) e equivalent а un proceso escalonado, _ 
Co etait fe matie eii sees теа 
a (a) es acotada, ios ж EX som regulares у el sogundo 
Stu de ecuaciones do Койшордгот quoda араа, ^ 09 
15454. Solución mint. Hasta ahora la probabilidad а 
pt, aoh Г> бут, у EX, о ha considerado dada y spin. 
жаыа mrene. бек dada Ta ae ги 
5 p TES 
P isface la condición Б * 


A) par ren ats J> e< Y alo. 00 


cualquiera que sea zE X, 
Suna probabilidad de paso P(t, z, y) para la cual se 


itique P0: a (e, y) con onnlosquiera z, y€ X? 


Para responder a esta pregunta es natural examinar dos sistemas 
do ecuncionta Мент 


A nets зех AM 


= 
Sus N= Do +» 


Maye «® 
sex 
son la condición inicial lim O (f. z. y) m Me. p) 


Jogos 
Pei. z, imber. ctis 

рени, а, 0 Уу f weta (s, з) P (a, а, p) de 

nao, 1, 2. 

puede mostrar que las funciones P (t, =, y) pueden or deli- 

nidas también mediante el siguiente sistema de аана. 

remus n-X | came 
^ 


(e, 3) PP (s 2, di 


a0, f, 2... 
Sea 


LLL LLL 


Teorema 4. Para cualquier тайна A, que satisfaga la condición 
A), la función construida arriba P (t, z, y). £ > 0, т. y € X, es la soli 
gg ds istamas de erecto Б y ОА) que stc ls condiciona 
DET 


мт 


Podemos mostrar que si £ 0 2220.2, 4 € X, cs una función 
orbilraria satisfacionte las condiciones 4) — d) у la correlac 


03 
pr mala, 0, з, EX, 


com la matriz dada А. entonces Pt, у, g) > PO, т, у}, donde 
FP (t. 1) es una función construida arriba segira la misma matriz А, 
por esta rar, P (t, =, y) se lama solución minima correspondiente a 
a matin A. 

S para là matriz dada A. satisfaciente Ia condición A), Ta solución 
mínima P (1,2, v) posce la propiedad de que Y) P (t. 2, ы) = (os 


decir, la таш» P (0 es ostocástica), entonces Wia función P (t, я, 1, 


que satisface las condiciones а)- dy y la condición ЭЁ (0, z, p) 


= a (z, p). r, y € X. comcide com F и. т. v) Fn particular, n esle 
caso F (f. л, y) єз la ünica solución de los sistemas de erunciones (4 $) 
Y (4.6), con la particularidad do que la Че satisfacer la 


condición У а (e, y1=0 en lugar de In correspondiente desigualdad 
un la condición А). 

15.44, Procesos regulares. бирон 
proceso local regulae siinterrsanphdo. 
y 


nos que ( (D. Ny, Py) os 

satisfaco la rondición (S) 
D (fs Z2) a probabilidad de pae Hagamos (БӨ > 
E (O) y, 5 E (8 == E (0) para todo £. supruemos t, = Hoo. El mo 
vento, ту se Пата momento dol primer salto. Determinomos ahora la 
succión de momentos т. por la fórmula 


tama, amd 


con la particularidad de que ly (a) = +o. consideramos з, (u) = 
eos para toda 7 2 R. Es evidento que т, ee cl mamento di mé 
К Hagamos т, = 0 y CIS HU it A 52... ` -s 

nel 2 зе, cionem cile t le = Eia (ы. En n 
0 икона (En. А орната а eha caden do Mario 
homogénea. Su probabilidad de paso por un paso se determina mediante. 
сил. 


T 
а) > 
n =0, 4 ob) >0; 
Rn Ym у. s а) =0 
Llamemos el proceso (E (0, My, Py) regular, si para todo z € X. 
Pe (lim tp ms с) 


nl И sun ао 


Un proceso regular tiene sólo un número finito de saltos en cada 
intervalo de tiempo finito. Se puede mostrar que el proceso es regular, 


мв 


cuando y sólo cuando, para lodo z € X 


(considerando, en tal caso que la suma os mfinita, si aunque sólo para 
fna de os у se eme Quo a (fa) — 0), De aqui ко desprenden dos con- 
diciones suficientes de. regularidad” de wn proceso: 

ЧУ para que wm proceso soa regular, es Suficiente que la función 
a (a) aes acotado 

2) para que un proceso sea regular, es suficiente: la cadena de 
mrkov o. Sw DoP, sen feveriiba- EN 


Ahora, sva 7-00, ¥. 5) = a (5, y), т, y € X. Como ol proceso 
( (0, Ku, Pa) es local regular, entonces У) a (s, y) = 0. Por ollo, la 


función (P (t, 7, y) satisface la ecuación do Kolmogórov. Según la 
matriz А = jl a (7. y) | definamos las funciones P) (t. £, у}, 
ж 0,4, 2,..., y P (f, x, y) de modo igual al omploado mås arriba. 
En бё caso 


роц, з. Раа >t S0) my) 
PO), л, у= Fa(tn tet has Om), ami dee 
Бү, n 0) im ta >t Emy) 


Por саннем, sun proceso oe regular, entonces Pa, em 
m P (t, ¥. y у, por lo tanto, Р, x, y) esla Única solución del primor 
Даа осыны» de KolmogóroY? Ea уйа también la alirma- 
Sión Inversa, s el priguer sistema de couaciones de Kolmogorov tione 
"ina. solución anica, el proceso es cogular. Ademas, la probabilida 
Жы dev poco demise choque ona de econo 
* "Son HX) un ospacio de todas 1 
Sl on X Intivduciinos una 

E (X). onde C DO 


vaciones reales acotadas on X. 
pologia discreta, obtendremos que В (X) == 
à un espacio de funcionos continuas do 
os realos acotadas en X. Рага un proceso local regular (se 
ıa determinado el operador característico 


ао LEG See, иго), 
is E 
donde / € D (X). De esto modo, la acción dol operador @ sobre Ja 
función / se reduce a La multiplicación de la matriz А por ol vector 
columna / (s). v € X- La funcion / (2) on este caso, puede resultar 
бо acotada. Designómos Dy = U: f€ A(X), W € B (X)). emos 
visto que según la matríz А se regenera univocamente ol proceso hasta 
le primura Acumulación de salida, es decir, basta cl momento п = 
= Чип т. Por eso, el operador característico determina univaca- 
mento ol procesu (con la exactitud salvo la equivalencia) por lo menos 
en dos casos: 1) cuando el proceso es regalar; 2) cuando el proceso s0 


E 


interrumpe on el momento de tiempo y. Eu el primer caso la probabili- 
dad do paso es la unica solución del primer sistema de ecuaciones de 
Kolmogorov (y también del segwudo). En cl sezundo caso la probabili 
dad de paso s la solución minima de lo» srdemas mencionados de 
ecuaciones, (Por supuesto, Si = + 9, entonces ambos vasos соте. 
den). Hemos de notar, cle al segundo caso, que si (0) <- 
< + ө. entonces E (£. ой sale de todos los compactos cuando £} (өй. 
Todos los conjuntos compuestos de wn nimero finite de puntos sou 
compactos de X. 

Tara construir un proceso de Márkoy wunterrumpido según «i 
operador, característico dado & (es decir, según la marie dada A 
qe nta de condición A) con una эша Ай модада а lugar 
le Ia desigualdad correspondiente), se deben prefijar Jas distribuci 
del proceso en los momentos de acumulación de los saltos. Dvid 
"nente, esto podemos hacerlo de una manera по univoca. Las cueslio- 
nes relacionadas con la construcción do los procesos do Markov para lox 
cuales el operador dado % es característico, constituyen la Палада 
teoria de fronteras para los procesos de Markov. 

15.4.5. Ejemplos. 1) Proceso de crecimiento poro. Supongamos 
que X se compone do números enteros no negativos y sea dada mia 
sucesión mumérica a (z), z= O, 1, 2... tal quo Û «a (7) « өс 
Hagamos a (7,3 4- 1) = a Gh з = О. (rr) o a J у, 

sr ees ama Eo + ба Te modo queda deli 
tir A quo satisface la condición A), con la particularidad 


Mais matr a) + ай, а 0) 0. 


a, rr 


(9) P(t я. y)a (a) P(t, 2F 1, 


2-0, 2 


MAP э, уау OP (tz. y), 
эь 
Pasando a la transformación de Laplace, es fácil de obtonor 


vt Y 


(1-0) f za 


LI 
dondo фу (z, й= | <Р, т, y) dt, z, y€ X, # су, p 0 Si 
entro los números а (4) no hay iguales, entonces P (£. z, y) = 0, si 
350 


<n Pz й m de y, eundo y >z, 


rasne (IL) 3 e, 
ЧАР 


donde b (k)= ú (а (0) —a (0). Esta es una solución mínima. 


Bl moment de la primera acumulación de saltos ф = lim ty 


representa en sí una suma de magoltudes aleatorias independientes 
Гы Bo distribuidas sépüm una ley exponencial, con la 
баада de que Р, (i > 1) = «eit, Por eso, para todo. 
TEX, Py (ф = Feo) = 1 si, y sólo si, Ja sorio Y) la 6 diverge, 
Un proceso se Iamo proceso de rocimuento lineal; s a (z) = zh, 2 = 
ERI: d A ap un monero ars E3 erento quo «i poo de 
Speo з regular y sus probabilidades de paso 
con la solución minima de la ecuación do Kolmogórov.. 
Ж, Procesos de reproducción y pérdida. Hagamos 
аы т pma, 20d, 2...1 
Ae му=з smth. 
= “| [TRUE 
N sjysst 


Las ecuaciones de Kolmogórov tienen la forma 


MWEE атвор n HRPU t ht 
TAP (s, 244, у), am 0,1 eoe (hemO 
PE س‎ Qu ea) P (s а, ААРЦ а. س‎ 


a 
ges в PED, p=, 1, 2,... m am 
respectivamente, el primero y el segundo sistemas. 
f loe problemas de aplicación práctica un papel importanto lo 
desempođan ls Hamadas probabilidades estacionarias, ex decir, Jos 
Жеди pU). ТЕХ, vie satlacen las condiciones p (s) >й, 
Nr у pul DPPU s y) para cualesquiera 
E E 
VÉ X, y t> 0. So puede mostrar que si pa > Û pura z = scs 


{йөген la condición necesaria y suficiente Jara Чыр exista a disiri 
“estacionario consiste еп la convergencia de la serie 


зи 


ji esta serie converge, entonces 
3 


ادم 


Si las probabilidades estacionarias existen, entonces p (y) = 
= lim Рт 9,1 EX, cualquiera que a СХ 


45.5. Funcionales de los procesos de Márkow 


15.5.4. Funcionales multiplieativas, Sea (E 14), St. Ру) wn proceso 
do Markov en ol espacio fásico 4X, 8). Una familia de fuicionos realos 
a, = а (wh 120, 60, se denomina funcional multiplicativa 
Nómogónca. si están cumplidas las condiciones: 

MT) a, os una magnitud aleatoria. S, melible para todo £> 0; 

М2) para cualesquiera £ => 0 у A > O, casi por cierto respecto de 
Jo тейи Ру, queda cumplida la correlación 

m 


паруе que ө ir X 
lu cl p. 14.3. homos considerado las funcionalos multiplicativas. 
satisfacen una condición complenicotaria: 

MB para, cualesquiera 1220 Y 2€ X. сам por cierto respecto 
a Po з Verifica 


[EDIT 


i X es un espacio topológico 
cha, "entonces de ejemplo. de Tunc 
una familia de magnitudes. 


sem] na) 


donde v (ej, x € X, es una función contia acotada do valoros reales, 
Sl para todo z € X, se verifica v (z) < O, entonces a, satisfaco también 
la "condición. M3). 
15.5.2. Funclonales aditivas. Una familia de magnitudes alea 
aditiva homogénea 


Pz, so verifica la correl 


dea = Pa бут 


жа cual fuese z € X. 
asa 


Como ojemplo de funcional aditiva sirvo la integral 
М 
maf eama 129, 


Py (бур = Wien — Pe Para cualesquiera t> Û y ARO) i, 


Teorema 1. Sea $ una funcional aditiva homogenea continua nó 
negativa del proceso e la derecha (E (0. Ny, Po: Hagamos 
ell, 2) m= Me, Entonces, para cualesquiera x € X y t> 0 


4چت إ ۾ w=‏ 


donde л se entiende өл et sonia de convergencia en proli 
Süipongamos que (È 
a Ia derecha en el sup 


ig Pa) os un proceso do Майу contin 
Дө Мөөрөй (X. Bh dondo 8 e 


T rec iras TR, Bidons Bet j 
DE CE T CE E 
Sere ата ls Roto y me caia, 4) 


D vj ПЯ 
obtendremos wa nuova есе] del also tipe que өү. Observamos 


ue a integral aqui тр entiendo sn e sentido de Labeaga — Staa 
Mla luncan / G) es acotada y continua, entonces da 


ИСТ ТЯ 
* T" 


dondo Oma c5 <... < apm, Meer t 
15.5.3: Funcionales W, Una funcional А 
negativa y continua 


га homogénea no 
so llama funcional W, si para todo £> 0 


mpm. 


ana эз 


Sky et gua funcional 1, entoces para соіа п y 4> Û 


рын” <n! (gp Mani 
fim Mae (20, ZEX, 


зо llama caractorística de la funcional ¥. So puodo mostrar que la 
funcional W se determina por su característica univocamente, siendo 
" 


Mm ‚ые 


E 


Una función 


minio 
donde 0 = с... «©з, = за — зд, jue el 
limito so p rt Жай de ырыа ct media айна 
A que жа гел, 

La caractorística de la fancional W satisfaco las condiciones 


Wo of en erst Vnd. ue función modi da = y, 
E Jr tons тиреше de Y y mo битке manila? 
i 


E (2) < o0. 


W2) para cualesquiera ¢ > 0, s >0 y x € X so tione 
feel) = fola) + М, È 0). 
ра аска. fı (2), que satisfaco las condiciones W1) у W2), se llama. 
mU contiene una condición necesaria у suficiente 
para ue v fenci оттоон uaa асова ан 
A, Supongamos que Ж эл PLS PES más como 
=, п ), Ny, Pz), un proceso continuo a la derecha y que la función 
[1] L. fac ls сше WI) y W2). Para que esista ила funciona 
=н Jim му, 


es necesario y suficiente que para cualesquiera 2 € X y 12» 0 ма 


f 
1 
ada мер} минь (ds о. 


On cnn, esl энине nos da alo y 
rona 3, "open prec i). — 
Te ийаш del Шола eei yla Tunt WLCD шщ 


proa 
En este caso existe una funcional W Ф, tal que f, (s) = Мур, stendo 


EE LES ir wolis kis 
t ee bonis je ми Бей # ымла. Sine exito un 
TE da e @), igual, quizás, al infinito. Si f (e) < о 
para дё Xs enn / 6) satiare lu conie nuni 
4 E "S 

ES Vs Hf М para Wto 2 E X- 


"Toda "función satiafasionto a las condiciones ED p ED м deno: 
mina excesiva, Si una función excesiva finita 7 (s) sirve do 

para tj ce d la caracteristica e (a) de corta leona wes, tos: 
КҮҮ 


те lim er. 
СЕЗ 
En este caso 
10) = Mage 
 / (e) podemos restablecer con facilidad la característica de la 
atl WA sabe 
fio) = 1) — туш). 


Does modo, ч purs la funcional Y qa (e) existe ee y (a) m 

< о, entonces la funcional q se dolino univocamente por ln 

dich Del teorema 3 se deduce que la función ozcosiva / (2) of 
clonal W, siempre que 


septena 1-0. 


ЕСЫ e 190, serm, 


ов proceso do Wiener, 
Tt Un Meca, primero, (E (0, My, РУ) un proceso de Wionor unidimen- 


sional. Hag 


fim | ano 7 ozp (— 2 as, io, sem, 
Er 


donde ss s un punto fijado do A, Ee lel do comprobar que f; ta) 
os una función W. Puesto quo fe (shc V Z , entonces, do acuerdo 
Куле ой gata y Jaca 

hi) = Mp t20, zen, 


ta como "bd — 2, 
sm ا‎ ie rne 


(ez) (e) dz (ze) 

al 
todo һ € C НЧ}, entonces la funciona? y; puedo escribirse sim- 

ышы ча a бош BIN eer 
v fae 

Esta funcional so denomina tiempo local en el punto гу. Ne 

Ballar Ja distribución de la funciona e е expresa asi 
оз-н 


Í E‏ => ا 


Condo а <0. Pe o, 

'El tiempo jueda incrementado solamente ez aquellos rmo- 
montos do tiempo, cuando el precem 10 cac еп ol punto sy. S0 puede 
mostrar que 


dificil 


T 


2EM, (>, 


m | Xem Dde, 


donde qe) as el indicador dl intel 10. d 
КАККАН АДЕ: 

de уйш т йт, Haganas S = Тє a € R 0 Bie v 

Sip vor ido dvi in ld, тонды tur sr ua 

Lyr oppor p rA S 


| orp (E) sime sens 


фике condiciones del teorema 3 у, per To tanto, existe, una 
funcional Wy, con la caracteristica /, (2). Esta funcional se llama 
tiempo local el hiperplano 5. Como que lim 137, ¢) = da. 


donde ð, (z) so determina por la correlación. 
[emn [n T 


(aul, A es na fi bei il, arbitraria, y la integral 
їп derocha es do superficie), entonces la funcional q ss escribo, aa tural 


з 


теме, en la forma Р 
== | ав». 


Su distribución se deine por la fórmula 


өзөгү 
Йй du, 20, єн", 130. 
° 


3. De modo análogo podemos determinar la funcional W 
А 
СЕ f D 


del proceso de еркт dimensional para una esfera 5 do radio А, 
on sento en el origen de coordenadas. Bsta sorá una fune 


an j ar pen Se (t) aa, 


Aquí, la segunda in tL ficio. La función 8s (2) se dofine 
se la correlación (04), dondo lt Integral del segundo, miembro ae 
dele perla puperci de Ia estera $ E Funcional у se ama oa 
fecal on la ма S. Si m 2, existe qu cr im di 


distribución de la magnitud aleatoria pu. tiene por expresión 


Pa (qw <a) = 


(S) S EY 
LIEN 


dondo z € RM, 0 < a < o. Cuando a «0, Py (qu < а} 0, Me 
Жаш ашна a Formala „йы tonat 


Maga 


15.6. Transformaciones de los procesos de Márkov 
15.6.1. Sustitución aleatoria del tiempo. Examinemos ciertas 


полата от dels procesos de Мат: а ро да Coloma 
mes уа зе ha considerado em el p. 143. Estuvo relacionado con las 


E 


funcionales multiplicativas del proceso. Соп la ayuda de una funcional 
multiplicativa el proceso pudo Ser transformado en cierto subproceso. 
Con las funcionales aditivas de un proceso está asociada otra trans 
dal proceso de Márkov la cual so llama sustitución aleatoria 
yo. Describamos brevemente esta transformación. 

(0. 9. 


Pele > =4 
para cualesqulera ¢ > O y s € X. En esto caso podemos distinguir. 
elerto conjunto Û < Q tal que P, (0) = 1 pera todo € X y para 
oc @ Is función (в) será continua y monótona ereciento. Con- 
vngamos en considerar que @ = д. 

'Examinomos ahora una familia de momentos de Márkov тү, £ > 0, 
la que se determina por la correlación: 

1, (0) = lol (e ga (0) > d 

paro ££ 0, E(o)), donde Elo) = qe (o) = Jim ge (o). Hagamos 
MÍO = n (t, в) = E (t, (w), o) para t € 10, E (ul). So puedo mostrar 
que el juego de objetos (n (0, T. Rep. P.) forma un proceso do Márkov 
өп el espacio fásico (X, 9) y con un espacio de sucesos elemontales @ 
Dicen que el proceso (n (0, E, My, Py) se ha obtenido del proceso 
{E O, My Pa) por sustitución aleatoria del tiempo correspondiente a 
1 foneidnal gy. Se 
“ч hore que el “do partida es de Feller y, ad 

'upongamos а E es de Foller y, ado- 
más, etocdaico continuo. Seilemos сёшо se. puodo hallar 18 medi 
Wenta del proceso transformado, ei la sustitución [Л 
roalizado con Ta ayuda de una foncional aditiva 


| 
dondo v (2), = € X, es una función positiva boreliana. Es ovidente 
que para / € C (X) e tene (A > 0) 
o 
0-м, | nn 
з 


[S [X] 


e ^^ Inde 


a 1 
=м, [7 la | Уаш} roe o) ar. 


Para /. 662 (X) hagamos 
: 
Ф s. 1, дм евр (75 {вше}, 
vo £ > 0. = € X, ев ча número positiv мв O, (е, 
ноев —— ant DI 
[1 Ы = 


-rfa fae- 


Мо i Oates я, Јо, v) dt. 


yv fH De) Pes я, AN: 


Por esto 


Indiquemos la relación oxistonto entro los operadores caracterís. 
ticos del proceso de partida y del transformado. Supongamos quo el 
proceso (n (0, E, yn Pa) so ha obtenido del proceso (Е (0, Re, 2 
gor sotuciónaletaria de tiempo corempondieete а la ңар! 
pongamos también quo ma) y está definida por la formula 
(64 eon a función continua positiva о (3. > € X. Designemos median- 
gc eS recess do partida y 
ызба, respectivamente. Entonces, en cada pumo £ È X lono- 
mos ру = D& y Š (a) = le (oI а/ш). 
nn formación, del espasio tópico 
transformaciones de los procesos E 
ción do un espacio fásico. ES 
sl ospacio físico (X. 9) 
Dor 
medible ( 


es procesa de Sl e 
иы de 


; Supon- 
саю del po ry (х, Аса en ol ospacio 
e 1 = yla imagen del conjunto mati on 


3) tal 
Ла aplicación y es modible. Supongamos ademís quo para todo FE 
os Válida da Igualdad ib x 


Pi, zB) Ри, у, та, 600 


cuslesquiera que sean z, y € X, para los cuales yz = уу. 

Hagamos Ё (0 = yè (0 y desigmemos mediante Sl, la 0-Álgobra 
minima de sucesos generada por los sucesos dol tipo (Ё (4) € T) para 
teg DER. Pun AER = o delionmos los medidas Ру (A) = 
к; (4). En esto caso un Juego de objetos (E (0, No P,) forma un 
proceso de Márkov cuya probabilidad de paso es Р(, z, T) 
= P (f, z, ү ГУ, donde = es un punto arbitrario del conjunto Y2, 


£20, Me S. Diremas que este proceso se ha obtenido del proc 

(PURSE per م م‎ Gel pecie Тл М 

La transformación y induce una aplicación y* del espacio Æ (Y 

n el tepacio B (X). determinada por la Trama 407 909019 2 (0 
YI fn. PEBR, nex. 


Si 7, y Ру son somigrupos de los oporadores correspondientes al 
proceso de partida y al transformado, respectivamente, y si A y A 
don sus operadores infinitesimales respectivos, entonces se verilican 
las igualdades: 


vera, vü-4 
con la particularidad de que / £D. cuando, y silo 
Si X оз un espacio topológico y la transformación y es continua 
y, abierta (es decir; una imagen del conjunto abierto e un conjunto 
divi) omnes oy Procesos de Fer pasa. o realizaran Їз ama 
domain yy a ad ey s 
вмро. Supongamos que ( (0, St, Р.) es un proceso do Wiener 
unialmenstonal y Ja transformación y actin de acuerdo con ia fórmula 
m 12 | a € Rt. Entonces, Y = 10, e). No es dificil de com 
Roin Mas кка impueis ea Та teannar ди yy a ai 
ШЫ de pasas conte y п rio do irati 
so.obtiene el proceso (E (9, Sf. Pa) 
шег con iei en сею: i pa 


. о) que so Пата proceso do 
Mad de paso se determina por 


fórmula 


Lo певну f [uap (MM 
ЕИ 


londo ¢ > 0, z € 10, co), Г es un subconjunto boreliano en el somiejo 


X 
15:62. Procesos invariantes. Supongamos quo una transformación 
ipia biintvocamento Xen X. Es al casn a probabilidad do paso 
Ci z T del proceso transformado estî asociada con la probabilidad 

1 proceso de partida Р (t z, T) mediante una verrlació 

Dm ff. ҮЗЕ AD), Un proceso do Міт eon la probabil 


de paso 


P(t, т, T) = P (t, e T). 


Detarminemos el operado b, qus aplica Ia olga Ra en, Sta, 
baciendo 0. - - ч exi do. 
a р 
RE Lom А 
specto de la transformació у; entonces para cualeaguiera 4 € F 
E 


y 6X so tiene 
Pyras (0674) P (4). 


Es fácil ver que el proceso de Wiener m-dimensional es invarianto 
d espacio euclideo Rm. 


Pm 
+ 
(тує л, Газан), fpem пз osol 
түү, 


Splai). on tanto que la тэ! et de upor- 
"extendida poe Ve eslora Sp (23) En otras palabras, Mz, ( (En) 
media de 1a función /(9) por la esfera Sn (ro. Luego, mo os 


hatar 
Manmi (| aa, EUn Gp. 
Así pues, si & es un operador característico del proceso de Wiener 
парон оа y JE Dan eptonces ie e M ” 
mot 
wed lim с-ун и ()—1 691 do. 
LEO T 


El operador on el segundo miembro do esta igualdad se donor 
adok de Blaschke — Priváloy. - 


45, Procesos homogéneos de difusión 
"espacios eucideos 


15.7.. Definición. Supongamos que ^ es un espacio euclídeo 


решен, З os la ойра de 
ага zE R^ designemos medianto DF ur 
funciones reales, cada una de las cuales 
continuamente derivable en cierto entorno del punto 
continuo rigurosamente de Márkoy (2 (0. С. Re, Pr) on ol sepa 
(пт, 3) se Mama de difusión. si para todo = E ÁM tiene lugar la in- 
clusión: DF <= Di. donde y es el operador característico del proceso. 
En otras palabras, el operador característico de un proceso do difusión 
está definido en toda función dos veces continuamente derivable en 
al entorno del punto x € А", 


30 


Supongamos quo e Ле está elegia una bas у stan 3, 4, 
las coordenadas del punto z € Ят en esta baso. Борн. фи э, = 
теля, Wam т O r 
р 
бент ы Н: 
de «бый lO: C S Eobquetat definidas las lancio 
01 (ey) A (a, nimi 2, . 
al (e) ША! (z), I=, 2, . 
«(z= — А» (24): 
ре aquí se deduce con facilidad q 


w wt Y У "© Ree 


st f£ Df, «мове 


+3 TOS 


ЫЕ 
que Q 
Se qoin 


sto modo, si un proceso (t (0, ГА] 

difusión. шө ima Таа тЫ р), vba аа vectorial 
nA y una función numérica negativa Н (2) tales que la contracción 
¡dor @ en las funciones dos vecos contimuamento derivablos 
[^ Es operador diferoncial elíptico do segundo orden del tipo citado 
Arriba. La función e (2) se llama coeficiento do interrupción, el vector. 
al coficiato de traslado, mientras que la matis b (z), atris 
El teorema quo. ж бү las condiciones que son suficiontes 

para que. le cumplen, el proces ses de difusión. 
"Teorema 1. Ses la E. St, Р,) un proceso continuo en (R™, 8), 
Supongamos que para todo punio 2€ H^ quedan cumplidas lat con- 


pd 

T ене tol entorno. U, del punto x que Mat yy < co, donde Tuy 
es el momento de la primera siida de Us: 

2 em eterio sistema de coordenados Slaten lor limites 


IPS 


«р (йт, 3) os de 


ej a) P(t, =, data, rof 2, esum 


m { IP, db, 1, 4,2, 
tpe DI) P(, э, dm, با‎ 4,2, 


T——— € 
Dots че ү с MAC 
at (2) y b (x) son contimias en el punto z. 

"En ente caso (E (D. Es Sa. PO ee um proceso de difusión y para él 
e (2) es el coeficiente de interrupción, a (т) == (а! (2), 1" (2), et 
vector de traslado, b (z) = W bf (т) fl, la matriz de 

18.13. Cette di de уинн За alan! Sean dadas las 
Junelongs c (2) 2» 0. ө (г) = (st), cc am (zM) Y la matris b (s) = 
a is! que asia: оаа as condi 

3 SANE UN condiciones 

A) las funclones af (2), М (2) y e (2) son acotadas luem 
la condición de Hólder en R™ (la f (2) satisface Їа condición 
do Holder en Ят, si existen las constantes positivas К y а tales que 


Me -foieKis—yP. 5 y ER); 
e E) exito tal constante p > 0 que para сше = € Ro y 


шө, = bj MP (s) 08 > p 10% 
x 


©) para todo s € RM, e(2)> 0. 
RAE ту my Hm etin dad as Junctones a (9). 
(2) у e (2) qua ealijacen las condiciones A) -— C). En este caso, eri 
espacio nic (АЖ 8) un proc de difusión ($ O, t. Vu ТЫ 


a D AS ао LD o, 
а а 
donde f € DF y etn operador caractertstico del proceso ($ (0, C u. 
АУЕ aa egg 
Ca (Rm) (C, (Rr a un spario de funciones continuas en R^ que U 
den а eero cuando Ve | oo. Para toda función acotada dos көсө eon. 
Hinuamente йим f OY, 2 ERP, la función 
u(t, 2) = Maf E (0) = 0) 


s dos veces continuamente derivable respecto de т, dijerenctable respeto 
de Tv satisface la таа des 


dicus 1>0, sen 


con la condición tnltal Yim (t, 2) = f (2). Para la probabilidad 


de paso P (t, s, T) del process extete una densidad G (t, z, y, 1 > 0, 
Ж, y € RP, respecto de la medida lebesguíana en Rm, con la particularidad 
de que G (t, т, y) sirve de solución fundamental para la ecuación 


Pu 
La demostración de este teorema ostá basada en las propiedades. 
de las soluciones fundamentales de las ecuaciones licas. En ol 


т) = esp niii 


й 


с omp 
+r) CT Ip, sem 16B) 


жөк Ge Hes Ga Ji Va fa attin Ci 
"de operadores (74. 1 > 0) forma un semlgrapo de operadores al cual 


carnés q el үндө (Ж, m ricco de Mirko conn 
[30999 Sando « 0, hee procso eri de Wiener, Sie = de 
ше 


que ое ul momento de ls primera caída en ol pond 


The] sto procesa ж ропа como de Woo en tanto que dsp 
dicho momento, como reflexión еп cero. 
Una deseri 


ide cientos pr 
Nó ас mostrar que si la función. 

mente derivablo en el entorno del punto z, # 0. entonces / € D3? yY 

а! вә = E f (ы), donde q es cl operador caractorístico dol proceso. 

i / (x) es dos veces contiavamente derivable en el entorno del punto 

ELG nome para ОР slo en ql сме cuanto / буе 

m 0, slando qf (0) = Î f (0). De esto modo, el procoso on consi- 


Жай za pertenece on de dilnin crudo e yt O. Bl carioler de 
difusión del movimiento so perturba en el z0 

"E proceso examinado ek un proces de difusión generalizado on 
ol siguiente sentido. Hagamos 


«aa | 0024, аах 
P. 
^ segut- f a Ptn d, 10 EM 


Entonces, para toda función terminal contigua 9 (2), z€ R', 
1 [е 28-90). 


D 
Para la función è (t, =) so tiene la siguiente correlación 
bis zi 


pare todo = € RI, con la particularidad de que | 5 (s, =) | < 0 pará 

cualesquiera = € Ri y £ > 0; donde К es una constante. La primera 

do estas correlaciones significa que el coeficiente de traslado» del 

"en consideración ds igual a c5 (+), dondo б (s) ee una función 

Чо Dirac. La segunda correlación dico que el coefictonte de difusión 
es igual a uno. 


154, Procesos continuos en una recta 


15.8.1. Puntos regulares. EI hecho do que una recta Ri es un 
conjunto ordenado permito describir todos 103 procesos continuos y 
Эриш do eios con valoro en e Mai " 

" i Pj) Un proceso riguroso cov, continuo en 
чөп intervalo A/C At. Un punto y € A se llama accesible doado ol 
punto €A, si Pz {ty < co) 2-0, donde ту es el momento de la 
imora obtención o y (ésto өз un” momento de Mérkov). 

Josignemos con, Ay la 15 todos aquello y € А quo son acco- 
sibles desde = En Esto caso 3. es un intervalo (corrado, abierto o somi- 
Abierto, Tinto o infinitoj. Llamomos el punto z € A regular, sl están 
cumplidas las siguientes condiciones: 

Û) = te un punto interior del intervalo Ag: 


байн лү z, € А, tales que жс ту у el punto гез 
je desde Los ршн zu] чу 

"Sobre el comportamiento del proceso en un punto regular so puedo 
Jungar sogón e] siguwnto torona. 

Teorema 1, SF 2 ez un punto regalar, para todo B > 0 se tiene: 


RS 


AXI I a os a 
o ЗН 


(2 00, 


КА 
VEA us prosas, 
Lnvengamos eh considerar que tal sustitución 


so ha efectuado 
y, por consiguiente, en el segmento [0, 1] se examina un proceso para 


Ше 
PD Sms; Pe (ED =) 
Consideremos una función n (s) = М. Se puedo mostrar que 
ea dodo Арта Ma fanc М Br acotada on рена 
Seide comprobar quo a (ay es una unción cuya convexiéad cad 


dirigin estrictamente hacia las y positivas y quo at + ey el momeala 
б риш шї del Ira буе э) O a попада 


E 


<z+b<t, e, 5>0), entonces 
Mara GO al 

Puesto que 
Mal (0= o0 gg H ee тр, 


para al operador caractaistieo en el punto s, € (0, 1) tenemos la 
лика 


ا 


vut TF. 


Qhsorvomos que existe una derivada T 
os función deensianie de s. Mis adelanta i$ puedo ost qui И 
Ja función / (s) es abenlutameate continua y para cila existo una función 
continua £ (9 tal que. 


: 
roar uL СЕ) вл) 


entonces, para todo z € (0, 1) se verilica 
W) = е0 
„ La función g (0, satisfacionte a la correlación (8.0), os la derivada. 
у Por ollo, para = € 0, 1) 


LT 
con la particularidad de qu 
т funciones 


m 
perador ceracteristico está dofinido 
n todas aquellas ә} () que son absolutamente conlinuas y 
¿icon datada continua 17. Por Ha amos dë motar qua dal gres 
so intorrumpo өп ol momento de la primera salida del intervalo (0, 1), 
m operador infinitesimal А quoda definido em todas las funciones 
absolutamente continuas /, para las cuales E os continua en [0, 4), 
lentas que / (0) ) = 0. Con De lim "e 
15.8.3. Procesos. de regularidad. Soa ( (0, My Po) 
un proceso continuo y riguroso de Márkov en el intervalo A c АТ. 
Supongamos que z € А es un punto regular de este proceso. Hagamos 
am inf {yi yE Ae Py (<4 < о) > 
B= sop (vi v€ Am Py (te < oo) > O). 
zes un punto regular, ol intervalo (а, Û) no es vacio y conti 
Eoia ш amd atervalo de regularidad del рете que contien 
punto т. 


ЕЗ 


4) el punto a es accesible desde el interior del intervalo y todo 
punto z € (a, D) es accesible desde el punto a; on este caso el punto а. 
do llama frontera. 


2) el punto а es accesible desde el interior, pero desde a los puntos 
det ftare no son accesiblas; еа osto caso а se denomina frontera 
cautivadora; 

S) ol punto а no os acceso дәм ol ниен, pora desde 2 rasi- 
tan асс Лаз los puntos del intervalo; tal punto lleva el nombre de 
frontera de oscaj 

4) el punto a no es accesible desde ol interior y desde ol mismo 
[о по Son ascos los puntos del intervalo; tal punto so lama 
frontera natural. 


Teorema 3, Si Š [5 
йш (O, б, crionct en 
A 


y en los puntos de frontera 


үт un process en 10, 4), para el cual 
pte de ricis de eiae de 
puntos в € (0, 1) 


TESTO 

Con ello, Dy coincide con el conjunto de funciones para las cuales Af e 
лә. 

Luego, si las fronteras dol intervalo (0, 1) son cautivadoras, será 

natural Considerar que el proceso se interrumpe en ol momonto do Ја 


mera salida a la frontera, razón por le cual el operador gonorador 
"al proceso tendrá. por expresión. -—— 
m 
Am M op 
con la particularidad de quo / € Da, si f (0) = / (1) = 0, f(x) es 
abeolutamentecontinua y 77 (2, es continua en 10, П. 
Admitamos que las fronteras son inaccesibles. 
proceso siempre queda dentro del intorvalo de regular 
Mostrar que existo ana función armónica continua estr 
clonta Г ©), € (2, P); al que cualquier otra función armonica g (o 
So defino median a) + cp. donda y Y <a 
Patente Qe unción 7 e) as Band!  КАЛ 


3 


esto caso, el 
id. Se puedo 
mente ero- 


si ol proce U (È (o, Ry, P et una нән 
Тш, ts asi oo tin y ва 
= M (z) convierte ol proceso de partida en un nuevo proceso definido 
en el intervalo (finito o infinito), para el аі М (2) иш = z. Convenga- 
y Ei E сда 
Alora! existo uaa función A (a)y con st convexidal acia ls y 
рош, ш! quo CPUS 
Mass چچ(‎ ei 


IN e+, 


donde т ез cl moinento de la primera salida del intervalo (z— e, z + 8). 
Аша. sl operador смсте del pr on el шге (Dj 
con fronteras inaccesibles a y ф (para el cual M (z) = г) pue 


йо on la forma 
je — HL 
о 


quia todos os puntos z € (a, B) Como eitarvalo (a, В) os un espacio 
compacto local, ontonces el operador infinitesimal del procoso puedo 
sor definido al aplicar ol teorema 3 del p. 15.2, 

Una frontora inaccesi 


Una f ehle а э daci таси, qm dodo 
x» Delia шш 5 o 
RE Jm E Um indes шш a Jte 


торото, si para todos los a < x, < z se eno Р, (e < oo) = 1 

"Teorema 4, La frontera а es inaccesible, si N (Ca) = vo, 

este caso, M (Ea) > — co, entonces а es una frontera atraci 

Mea) = eos а será una frontera repelente 

4. Puntas irregulares. Consideraromos el comport 

pro los puntos irregulares. Si £ es un punto irregular, dubo 

aplico por le monos una de las siguientes condicione: 
ийа jio <a Fa (n < =] = OR pete 

a 

di pam odo y > а, Pa (ty < ө) = Ò (el punto з os impenotra- 

blo а la derechi 

{Шума lo y < s, Py (tg < 00) = 0 (el punto z es inaccosiblo 


por 


7 
Чү} Par todo y > z, Py (кае) = 0 (ol punto z os incor 
sibl por la боодо ® چن‎ 


жы la izquierda o a I derocha, sí 
Suponga "condición (1) s cumplo y la (11), по (es decir, 
el punto Ж fupenrirable a la izquierda, pet es раен i 
зом). En ento cas, ai <° а el momento de la primera salida dl 
ite et E F цамаи trs e por cierto (а) 
respecto de Р. Existe una función monótona £ (y) lal que Mort 
ZO) eC o. Por esta razón, on ede daños T 
miim Leben 
O 


E 


Por analogía, si se cumple (Ш) y no se cumple (1), entonces 


{diay 
=i; 
Nt C fe-:e-o 


Supongamos que las condiciones (1 y (11) no se cumplen. Si está 
sumplida (LID), mientras que (1V), no, а sorá la Jrontera izquierda del 
intetvalo de regularidad, El comportamiento del proceso en este caso 
ya se ha considerado viis arriba Si, en cambio, Está cumplida (ТҮ), 
Pero no ss cumple (LIT), z será la frontera derecha def меу de 
шш. 

Supongamos aora quo están cumplidas las condiciones (Ш) 
ду), pero no se cumplen V0) y (1D). En esta caso, si no es un punto de 
fotención, el proceso, al salie de z, sempre estará а la i 
punto s, oa la derecha de dj. Надано 

P= Y, (tn > z para todo £> 0); 
y PL (E (9 < x para todo £ > 0). 


Para cierto p >  deliazos las funciones 


n (o EM, y (E 


AM n EN 


La función gy o) decrece en el intervalo 1а, =o ph mientras quo 
f(y) erece en el intervalo Iz — p, p]. El operador característico on 
у andre arra 


ШЇ 


ANA TERTII 
baton 


neons 


Сормо 16 
PROCESOS CON INCREMENTOS INDEPENDIENTES 


164. Dotinición y propiedades lundamentales 


16.1.1. Definición, Ejemplos. Examioemos Jos M ooa 
NTC o a 
Drean m tlama prets eon incrementos Indpendiontt, «para Cale 
ie eee rear de T ar magnitude ошен 
ПЕТТ 


gon dependientes, Las distribuciones de dimensiones finitas del proceso 
{0 so determinan por completo con las distribuciones de las magnitu- 


LET, = , TAFA 

Mia Eee cabo dint] =P (9 — E09 64) 
иа а ма „<<< 

Кы... Мано An) m PEU) € Au, e (tn) € 4a) 


=]... fua ein eem nnus een Fa sx 
XG (fy, t, day) +++ G (nen: fn, dz, 


Desiguemos con qu (3) = M exp (i (s, È (0) i, 4, (0 = MX 
Xt, 1ш — щй, se Hi Шз funciones, станавы 
dal valor del proceso y de su incremento. Entonces, la lanción caracte- 
tice conjunta de las magnitudes Et), о È (tn) se define por a 


Mexp идео mj] y (1+. sa) X 
г 
Xa (etn) n iua, tn ne 


Las funciones p (s) Y , y, () están ligadas mediante las siguien- 
os ocuaciones: 


4) cuando fj «t. 
TA 
2) cuando < 
cul u 


eo: 


e 


Yu ta do 


EN 


Е! simple de un proceso con incrementos inde 
entes uba fran no lettre aria a 
Indiquemos otro ejemplo de importancia. Sean (tj) y (bj) tales 
sucesiones de vectores aleatorios de Jr, independiente o toa 
o er ein 
xu 


convergen para cualquier sucesión de dilecentes números naturales л 
А у, entras que ө une sucesión arbitraria de almenos 

des. “Hagamos 
tw Det Y KEN 


qe der 


PED) =1 
PRUHOM ] 


4 si (0 es un proceso separable (dado que la correlación 
SL Sida co ба erecti d. salo e squivalencia 
opre so puedo su enisi eon fa probabilidad or urine 
muero E (son cortas on todos lo puntos,  excoplón de 
ES 
урт dichos Поз también se cumple (1.2). 

Los procesos del tipo (1-1) в llaman procesos discretos con incre 


Ro tepa liiis o probabilidad por a дит y por la Irgu 
Aiii Mono wo mo wines numero de puto на. 


A See, 2 0), prdea de spots a pe 
кайы rie e еа i ааны ЫР 
Lot px oe 
a DES E Esc 
алаа аер 

AIR nm INE I, ande port oie 


pongan que 2 se ma función centrado para ol 
ios que а (9 ез una centradoa para el proceso 
И y О E бекер medianto (ir 
ro Elo. inrer Botnet, a 
magnitudes (Ej; Ez; * == 1,2, ...-] son independientes en totalidad y 
rus D+ Da 
чш 


E зи 


iscreto con Incrementos les. El proceso 

Ža (0, en este caso, no del proceso Ea (0, y, 

боса continuo. De este modo, para todo proce 

con incrementos Independica! pueden indicarso una [unción 

no aleatoria a (0), un proceso discreto con Incrementos independientes 

Ё {9 x un proce estocistico continuo con incrementos independientes 
tales q 


ЕТТЕ e 
endo los procesos ta (0 y Е. () idependientes. La ropresentación 
e] 
ааты indopenhente. Sx иа однесу a U 
Jos ders componentes dela descomposición delen а ааст: 
10:13. Algunas dstgunidado: Es { () un proceso соп Истин: 
e a cl A, т sd 0 F 
MECO, La anelin o (û es Бада родова 
A operado ео en A, para l cal 


IIS 


Entonces, D (0 es no negativo y en calidad do función de t no decrece. 
Por ollo, B (es acotado en todo mervalo corrado por la derecha que 
9o encuentra en T. 
'Genoralización de a de Kolmogóros para los procesos 
as independientes. 1); St E (9 гл proa separate ton 
реди y la, DIE T. entonces 


[T3 


Incrementos 


T «ti» ge Р 
Pa, 0—00, u4 


donde Sp Ш es una trea del operador Н. Sp hm Ў) (en, 
zi 
mm) en la bese en HF, La desigualdad (1.4) puedo ser 


П 
Pip EOE дє рар 20. 


Para los procesos separables con incrementos indupondientes son 
pablo lamien otras deuda conocidas para las sumas de 
las magnitudes aleatorias i 

2) St ELY es un proceso separable simétrico, entonces 


Pg, BOI >A «ае >A. 


3) St para cierto a < 1 con t€ la, è) 
PUEM-E01>)<a, 
entonces рага todo z > 0 se tiene 


Pio ern 
nam i eb 


[D 


sm 


siempre que P Ope) y н< MIR 


462. Procesos estocásticos continuos. 
con incrementos Independientes 


16:14. Propiedades de las funciones muestrales. T. Un pro- 
teo tache caninas separable on lo probabilidad тє Шем di 
лили de segunda. pte 
тп "ola co a probabilidad contine, © тнл 
| defi e a. М, кө con sd Y continuo, d тетен 
Maie pr lodo СУЙ i cumpla ийй, 


uw 
н» Jj Ра нь) 0 


LRL 


Mi, St 1 (0 es un proceso separable con Incrementos Independientes 
en (a, Dl, para el cual P (5 (0) = Ё (8)) > 0, entonces E (0 es, con la 
probabilidad 1, una función escalonada, et decir, el segmento la, M 
puede dividirse en un nimero finito (aleatorio) de Intervalos aleatorios en 
tada uno de los cuales (D sea constante. Y, mermer, n (0 es, enn la 
probabilidad 1. una función exalonada e (a, B entonces P (È (8) = 


! > 
ТУ, Para que un proce separable numérico con incrementos (des 
pendientes E (0 sea, con la probabilidad 1. no decreciente en le, b], er 
Менон y энте que P (E (0) > E (a) = 1. 

16.2. Fórmula de Levi — Giachin. Sea È (0) un esto- 
cástico continuo con incrementos independientes definido en [a, 0, 
Сов valores en Rm, En tal caso. para cate proceso existen” 1) una 
unción continua a (0 t Ela, $], con valores п Л; 2) una función 
опора O С e. М ува valores son Jos operador o negativo 
simétricos en ft; una función ПА). t€ lo, М, definida para todos 
Tog conjuntos horelianos А de A”. ubicados а una distancia positiva 
del punto 0, y que posee las siguientes propiedades: a» (f, А) es una 


ма Be, байса sa ocrecionta D) per ГЄ a: Dlls es munk- 

rica aditiva en A; с) una integral extendida por AM Mx 
THER 

característica 


TI (e, dz), con el punto 0 excluido, es йа. La función 
Tu aeneo dl proceso e divisible илва (nose i P. 52-2) 


у so expresa mediante la fórmula: para a <1 < ¢ <b 
Мехр (1 (s, E0)E(0)=exp (1t «(0 5) — 
"ET 


00-20 + [(2 717 45) 
хто dn (, ap), e 


la quo precisamente Iova el nombro de Lovi — Ginchin. Las foncionas 
s ЛУТ, А) que figuran on la rula de Levi бшм 
m ЖҮ ЕСЕТ pea мышы enin ta hortum 
ө con ior 

Independientes, Sopengenós, qu e precio ТМ e separatie: En 
1 Паана de segunda бө, 

número де saltos del proceso que superan а € еп шд 
NP finito еп todo el intervalo айо cerrado 1. Designemos mediante. 

"rt. A) (dondo А es certo conjunto borelsno en AR ubicado 

distancia positiva dal punto 0) el número de saltos de proceso Ela 
(e Mama ше б el punto won тарый Vir FO 
ocurrido basta el momento У que аа caldo а el conjunto 4. 
Т, А), sa calidad de función de t, eus proceso de Polon. e decir, 
HE, presenta un proceso entocistice continuo con Incrementos 
independientes que para todo t tese distribución de Polson. Cuando 1 
pe fado, v A sana madida e Poe, con valores dependientes 
Boto slgulica. que estin cumplidas las” siguientes condiciones: 
9) (6 YA) = Dv @, 44). sl А, son conjuntos disjumtos dos a dos y 

| А, se oncuontra'a una distancia positiva del punto 0; 2) н Ау, da 
0, A son conjuntos horollanos disjuntos dos а dos, los procesos 

AS... (1, Ау) son Independientes en totalidad. 

U, OMG, @ es aquella Tonción quo figura on la Меган 

do Levi—Ginchtn. Dofinamos las tnegrales (mea) {| x 

vo as EERS] 

Kalvi dN enes Я 


МЕРЯ 
an ol sentido do convergenela 150 ев), Entonces, e proceso 


ъ@-+- | mead $ re aent ant 
ibt зае 


lentes. En esto caso 
decir, Ea (fa) — En (6) 


мезг, t t)—t (a) 
esp {И etde UD FURIA), 


оз 
m 


uD ( (05. too, y 

"AM de) ton naa “eo ki m 
Js, para wa proceso estocfstico continuo con incrementos 

independientes E () resulta válida la siguiente representación: 


во-во f zwu a-ne an+ f avian o» 
ЕЯ А5 

donde v (t, А) es una medida de Poisson con valores Independientes en 

e у un proceso de Poisson respecto de f, П 6 А) = Mv (t. A), y bo (0 

өз un proceso continuo con incrementos de Gauss indopendientes cuya 
атаа ss dete serán Je Поа (12 

que existen ontre las propiedades de Jas 

e zado mes dea rm de Tevi = 


«mf de loa yegtco ciel punto 0, Eate Vite puedo se tab 
into E procuro E ar оар cuando y silo cuendo: a) a (0 
д унем B O = O pore ede TE FC UR) < o pare tdo 

E Trt, Ri proceso $10 tene, con la probabilidad f, una variación 
acotada on el segmento [i tA cuando y elim cuando: n) (fone varias 


etin acotada ens tik DB (0 — B U) 0. Û 121 (n, a) um 
[LIII 


пн de) < ө. 

ЧГ (û tans variación E 10 en el segmento 1, й, entonces tn 
sarê también un proceso estocástico continuo con incrementos Indo- 
pendientes cuya función característica tene por axpreslón 


1005000 (arios Гече 10, ant a}, 


dondo y(0= yar 0004 È tzin (e, 227 Tt. 83) y ol primer me 


з ea ol gundo mionbeo es la variación e (2) en ol эремә 
it 


IV. Sea K un cono en R™ con su centro en el punto 0. Para que, con 
la probabilidad 4, E (0 € К. t€ T, er necesario y suficiente que se cum- 
plan as condicione: n) e (Û € K para tE T; b) B (O 0 para 1€ Ti 
AA DK ен өөө. entonces TI (t, А) = 0 para tdo ТЄ T. 
Sen E (1) un proceso con valores en M. Para"que E (0, conia 
кыйды У, tos una función no decrectente, es necesario y eficiente 
SD ss gg Nem no tercie D) B (A = par fet 


ZO para + maiin. 
463. Procesos homogéneos. Propiedades вй 

1523: Función antici del proceso homogéneo, Un prose 
eatas рый E ГУЦ 
ECC Fr EID АЕН 


Side cun Ja direi § 0) para conoce t > 1 
proceso homogéneo coo incrementos s 
Tepresentado en la forma тн 
EO еш + 80. 
donde E, ( es un proceso estocístico continuo con incrementos inde- 
pendientes; a (n. una función no aleatoria que satisate Ta condición 
para cualesquiera à > 0, t > O so verifica а (f BY = a (0 4. a (b 
Sif (0 ез un proceso estocástico continu con incrementos inde 
pendientes en 17. sy función caracteristica tiene por expresión 


Mot exp A 


iera t > 0 ук > 0. Tole 
ini Dd puedo ser 


+ | еа оа (oo 


"Е 
Ma аы ا‎ 


Bn 
donde a (ri B es un operador no negativo simétrico on Лт; IL es 
"medida va RM, рага la cusi 
{rlya < y поро, 


А causa do la idad dol el segundo miembro en (3,4) 
ds tambidn una función caracteristica del Incremento £ (£E A) — È O 
para todo A 5» 0. Como se үө de la fórmula (3.1), la magnitud 


Km La ett. N 
о depende de t- Esta so Пата cumulante del proceso homogéneo con 
Incrementos Indorendientes. La cumul de un proceso dolermins 
todas sus distribuciones de dimensiones finitas. 

locales de los 


: ‘homogéneos. Bu oste 
o Y que E (0 vs un proceso homogéneo en 70. La función 
айана del рю Mene por эры ы 
wo us [ш Y tia 

xmas | gus] өз 

E 
Examínomos ol comportamiento de ndo +40. 
AAA 


1 
rte. нөттө 


ул finita con probabilidad positiva, entonces E {9 tiene, con la proba- 
Mad иена acotada en lode, epnenó HONS у, рог oak. 


“gulente (lase р. 1623, Ш), ê = Oy | 12100) < oo En 
E E 
am 


T (im buf an aa} =4. 


, 
TIL. Si енд cumplida vna de las condicione 1) 62-0: 2) | х 
X lal 4) + se, entonces 26 
1 4 
A fim r 
mn. v ffs 10-17] ee fin => x 
xit) — "үз (ley local del Jogaritmo relterado). 


IV. Sean: Ẹ (n) un proceso no decreciento con una cumulate 


xm Jm 


КА 
función 


at emane men rin 


condiciones: 1) £( = O; 2) g (x 0) < ci ¥ e Û 
паана), En este caso 


i 
b) si etr) Wu дә) = +00, entonces P {TES +} 


аера qui e ern n ут 
(ue) 
In] o 
esa tad ii 
ее ү АА pem 


NX 


incrementos inde 


Entonces 


0 si ре dte oo, entonces 


EO CaL 
ro <Sj "f 


VI. Son 109 un proceso estable con una cumulanto 
кае (tp oe. a), 


donde o (s, a)= ig a con a€ (t, 2) (s mm 


” 
оаа €(t, 2: 


Entonces 


УП, Soa E(t) un proceso monótono estable con una cumulanto 
кше ене (1 e e $ a), 0<a<t. 


En esto caso 


an КЗ. Comportamiento de los peces poilimenslontle cundo 
-o асал ТИ 
d тшй, de los prodi imc. 1 Si eite ME ( 


{н Ey) а (тна Ï Mir jue) . 


ЭСЕ 


P бена) =. 


ө--=}-- 


proceso ма acotado en [0, oo] 
© мй ree РТИ) m m 


PEO) = t 
2) St ME DO, entonces P (ep E (9 m Бо) = 1, 
РО > — 


=. 


3) SI ME (0) = 0 y (0 we 0 idénticamente, entonces 
P (өөр (0 = +o} = P (inf (N = —oo) = 1. 


4) Para que P ө» E(N < +00) = 1, es necesario y suficiente que 
Wero 04m. 
ó 
5) Para que P (int E (0 > 00) = 1, ө чало y suficiente que 
Jrrro<na<o. 
їп. Sea E( un proce no decrecente con una cumulante 
zo- jem-onaa 


supongamos (a) es una función no decreciente para la cual 
es Lo пама, у> 


эз р (2) 42) < co, entonces 


{на Fee =o} 


25 ! E) TE de) Feo, entonces 


> (mieu 


am 


JV. Ley del logaritmo reiterado. Supongamos que ME(()=0 у 
DE) «oo. Entonces DE (0 te, donde есь + jo (ёз) y 


HC] 


"Us VERE ЧЕ 


1644. Funcionales de los procesos 
соп incrementos independientes 


164.1. Ecuación diferencial integral del proceso. Sea E (0 ш. 
proceso con incrementos independientes on |f. £, con valores en RM, 
cuya función característica se expresa as 


: 
Mosp(t (e, E 0)=exp (flo, p(B a. 9+ 
i 
ИГТ 
tetas 


+] Cero daa), en 
„ъ 


ondo û (€ R, 008 os un operador no negativo simétrico on А", 
Дө. 4) os una medida en Дт, pora la cual Û Isi de) 

cuando #€ fte ta). diet 
Ta función característica del proceso puede ser escrita en a forma 
Ex si las funciones а (0. B (0), П (t, 4), que figuran en la fórmula 
son absolutamente continuas respecto de f. Supongamos que 


20.00, йо a) y (1e fi (1, dz) son continuas respocto do t. 
En osto caso la función © 

Mf (e + E) = =й, a) 
satisfaco la siguiente ecuación diferencial integral, cuando 1 € |o, i] 


HES тацозо вз 


y la condición de fomtora Mim u (4 s) = f (2), cualquiera que ме 
Ла función / dos veces continuamente derivablo con derivadas acotadas; 


EI 


мч 
PLI 
Lut, a) = Xo See 


| [retn 
ЕЯ 


т ae 
SO an | Methi Niu an; 43) 
1 vbt 


ûl, э! son las coordenadas de los vectores y э, И? son Los elements de 
la n LX ror Bon хила. baso d DES ем 

operados La puede emplearso también para calcular las distri- 
buelonsa de lae funcionales d» tpo integral. Sca 


ek a= ee totas «а 


donde & (t x) os una función continua acotada, dos vecos continua- 
"ntt fria таре а 2, con derivadas acordas 

тй, eMo, 
Entonces, v, (4 2) satisfaco la ecuación diferencial Integral 


CN 45) 


y la condición de frontera lun. wy (t, 2) = 1. 


Si la función va (t, а) $0 conoce, entonces. 


wen. | etna) anten 


10.4.2. Procesos homogéncos nidimensionalos on salis negativos 
A cot Una cumhan” 


Ет 
коне | een a+ 


Й 
безашда), (4%) 


El 
d 

E 
cs decir, E 0) puedo vence solamento saltos negativos. Si y+ Û x 


EN 


хай s) > 0, entonces (sup E (Ue ec) Esto sguiico que 
sl proceso no está acotado por arriba y lo magnitud 
ъ= infla (0 > a] 
finita соп la probabilidad 4. Como no hay saltos positivos, E (ы) = 

S La magtilod p se Tama memento defe primera chicetli del 
nivel a (momento del primer paso por el nivel a), t, es un momento 
de Márkov para ol proceso E (i) (véase p. 14.24). Demos a conocer 
algunas propiedades de v. 

1) ы, coma función de d es un proceso homogéneo con incrementar 
Independant, Éste proceso con lo probabilidad 1 no decrece. 

2 Designemos 


a 
Kn f eona 


] 
+) (ies, вл 
EN 


voei muin, 1>0 
Entonces, Y 0) а una amica rals de le ecuación 
SS A 
дання que para Res > 0 exito MA, Ема Juación ee 
اک‎ меко tU, 
La función Y (A) es analítica para Код >0 y 
Mtm o, 


3) Intiquemos, por Па, la relación existente eniro las distzibu- 
clones del proceso t) y do la magnitud va. ° 5, 


КИ For em <n. 
Supongamos que la densidad de diariición de VU) ө fi, a) 
= НИй<ф). Entonces, la densidad de la magnitud Ta им 


т, er i P б» n) fele, дало е. 


4) Conociendo la distribución do <, podemos hallar la distrib 
аш Мыш dl proc ° т NS i 


P( mp t(0«o) 


>т. 


16.4.3. Distribución del máximo y del mínimo del proceso homo- 
боо, Supongamos que { (4) es na proceso bomogóneo unidimensional 


у F (t, 2) es la función do distribución de Ё (9. Designemos 
QU. =P sup E <= 
<= 


ЕЕ jene am 


фо, ao | mtt. a 
— 
u 


TO 


Sey G 


Donotemos ahora: 
ll, int. O< 


A aaj «Мола, а); 


p етае 2 


jenen] 


Entonces, 


„р 


Û em — Dae, да}. 


pr G 


16.4.4. Distribución del momento y do la magaltud de un anticipo. 
Introduzcamos las siguientes magnitudes: cuando a > 0, 


т< E) Pak va = ê (ta +O) — a, 


la magnitud з, so lama momento del primer anticipo con relación 
A mapen o нын del anticipo, и up E (Û € as comidas 


mos Ta = + ео, Ya en esto caso no сец definida. Hagamos М (z) = 


= | TG, = > 0, donde П es la medida que figura en la función 


característica del proceso E (4 (véase la fórmula (3.1)). Entonces, la 
Transformación conjunta de Laplaco de las magnitudes т y ¥, Se determi- 


-4 1 енене da (h, ө} dn Gd) 


(u 0, з) so han determinado en 16.4.3). 
La distribución conjunta de las mogaitudes Ta y y » do medianto 
та fórmula: cuando y > O, 


Pich wan {не-де “+ 


EI { ЖЕЕ; AN 


81 es que а < 0, v, = Inf [£ (Û < al, Ya = E (ta + Û) — a, entoncos. 
da traalormación conjunta de Laplace de Tal аиа 
LECCE 


меен ш, 0) 
Sl jeee —9% |а, à) Јао, ө, 


dondo м) | I) para ts 


La distribución conjunta de estas magaitudes puede ser escrita 
Түзү ү-н ны 


vaj del(a u) d- (s 2). 
164.5. Distribución conjunta del supremo, ínfi del valor 
de un proceso. Hagamos para a « 0 « b. (a. рс (e. D) » 
Берци е, sop (s «^. t) € (e, D]: 
T iz, dt, dy) P (xs € dt. v, € dy), 


cuando z > 0 esta medida según dy está concentrada en [0, cel, para 
2A, en (00, O. 


E 


Exuninemos también las transformaciones do Laplaco de esas 
fonciones respecto de 


тоз, a= jere. di, у; 


Oso bi a »=fe (i a, bi a, рема. 
Sen, ahora, 
n a= [terca а. 


Hemos de hacer notar 


y, eundo z< 0, 


TS 
Me, (ee, o | d (a ue) dg, Os u) de. Qs) 
Para # Elb, о] hagamos 


OM (s, ye [1 (ada, a ay, А-ы, 
donde A_p = (zi x + LE A). Para т € (—оо, a) hagamos 
696, ду f dp Y а—ь—у, Asa). 


Аза St A aa. Por fin, para a< x < b suponemos GÒ) (z, А) = 0. 
За ahora T m 


Oy qs а, дуела (YF y e f... G G e, de P a 
En esto caso 


2056 ва, Dry (tn р Û j ee, eros an ) x 
X MBA, у, de) ra а=, В) 
+f f f Mg, дуу HO) (1, у, d) T (abs, de) + 
ATN (a, dy) HD (1, y, ds) T! (5 —a— s, dz)] ry а=, Pa) 
вима EI 


Consideromos también la distribución conjunta del valor del pro- 
ceso y de su supremo. Si 0 < т < a, entonces 
Popta <a, EO c) m P 0а 


* [р аливаа аа 
si, en cambio, 0 < а < z, entonces. 
POPE ce EA <= (, p 
1046. Distribución del supremo de un proceso en el Intervalo 
infinito, Supongamos que | FP (E() > 0) dt < у, por tanto 
(véanso los pp. 3.3 y 34), P (t0 < cc). En еме caso 


Jeremiam TE | (o 


ки, nac) 


proceso tieno la 


э, 


P (oup $ (9 <) = 1 — 


donde os una raie positiva de la ecuación К+ (1) = 0, Ky (3) wo da 
medianto la igualdad (4-1). d sam 


465, Proceso de Poisson 
405. Definición del proses homogénco de Poisson. Un: proceso 


homogéneo con incrementés independientes E (t) se llama procos 
олобо do atio, L0) tene da itin do Polson En 
asta caso existe ta a > 0 que para todo i» O se tiono 


A rm a) 


La función característica del proceso de Poisson tiene por expresión 
тй, 3) m Me KO exp (at [ett — 1). 


Demos a conocer una situación general, en la quo Tos fenómenos se 
дарини ор en un peine te drm ln à 

genes pet и Peine te clero lr apariciones de 
шени RES Чу rds de mco arida dati e үш 
ELH o depende паз y morena e aparición de o mc 
Je par M T de амы) de queen d Ins de Tempo 


эю 


М aparezca 1 suceso es igual a ah + o (h); $) la probabilidad de 
el intervalo de tiempo |t, £ = М] aparezca más de un suceso es igual 
j, entonces la magnitud E (9, (гы sl número de suero ocurridos 
en el intervalo (0. 1] será, como función de 1, un proceso de Poisson. 

Caga proceso homegénto escalonado con incremontos in depen dion- 
tas, todos los saltos del cual son iguales a 1, es un proceso de Poisson. 

Iguana propiedades dal pos En A c те E ECO, К ОП 
algunas propieda үү! j, donde E (i) os 
un proceso de Poisson cuyas distributiones se dim por la fórmula (8.1). 

1. Si y + a > O, entonces 


P (sup = +o) =P (inf ty (0> — 


sl yea <O, entonces 
"зары (O < +o) =P (infty (0= 


si y+a=0, entonces 
P lepp by (Ome +o) e P ntt, (0= —»)=1. 
П. Sea: y<0, ү+-а >0. En esto caso, para z <0 
Роша) =, 62) 


donde k es la raiz positiva de la ecuación 
m бз) 
Ш. Sea: ү<0, ү--а <0. En esto caso, para todo 25-0 


(ир (02 2 e 1— (к) х 


x* "xp (s) ене. а 
БЕ] 


donde [2] os la part 
Alas зо barna 
habilidad do que ol proceso E, () alcanco el nivel antes do 
el intervalo (4, cc). En este cheo, para y < 0, зе Lleno 


1a 
2, (оти 
peder a 65 


donde [=] es la parto entera de z. 

de Es: reto de Tom volans. Eno un peces osto: 
дий continuo con inceamentos Independientes FU) Sara el оде 
шегшен E (4 A) — E (O tenen distribuciones do ишш 


^ зәт 


Para este proceso existe una función no decrocionto a (1) tal que 


۶+ = ELi 


(OP аана), y 


EE OEE 
NET EET А абан de EIE E 
tervalo finito ocurre, con la ¡lidad 1, un número finito de suce- 
Tra 
juntos no dependen uno del otro; 3) la probabilidad de 
E аара 
o cad ша! 
Y más pues o ala 5! eetas condiciones stán cumplidas y E (9 
fica el número de sucesos ocurridos en el intervalo [to, t], entonces. 
UTE cri PR 169 
E CT md cpi t sende 
M TED Ам шоны 
тоер то К uas e ils Peirus is 
cnt e йүүсү тү ena СОЗ 
соп relación. a ( (0) =ч t. La función À (0) өш definida en el 
intorvalo [0, ا‎ Sea E, (0 = E ( (0). Entonces, para 0 < £ < 
<t+h< a (Roo) se Пепе 


РА 04) e P (E (43-9) — Û (0) =) = 


NO exp (O dre 


Do омо тойо, t (1) ез un procoso homogéneo de Poisson do pará 
mateo 4 La tranalottaneión maoclenede perit reduc ia тою! 
Че varios problemas para el proceso general de Poisson a la resolución 
de probleraas para un proceso homogéneo. 


64. Proceso do Wiener 
10.6.1. Definición y algunas propiedades. Se Лата proceso de 


Wiener en un procedo Каада о con incremeatos independientes 
para el cual $ (0 tiene distribución gausiana com la densidad 


noman T ap ( 62). on 


Eto pacas э denomina tab psc do Wionor dimensional 
La función caracteristica del proceso tiene por expresión 
Mon 
eel ce F 
He agui algunas propiedades del proceso de Winaer multidimensional. 
"UT priced de Wiener parable a; continus con a probabilidad 
TL Kay fca del logaitno reiterado. 


= (i reli) = 


7) 
E 


їп, Ley del logaritmo reiterado 


рси (e a) 


TV. St la dimensión del espacio m 2» 3, entonces 
P( lim 01) 
con ello, para todo A >1, 


дату” 
E d. itii) +). 


Y. Si гє лт y lel — 1, entonces €l proceso (e, E (0) = 6,0 

КЕ КАК seniore ert т Fon 

КЫЛЫ orionermada on J^. а сиз cou Ka promos E, (i 
оваа дерине, 


1: 0 € R^. C un operador lineal en J^ y E (0, un proceso 
de Wiener СУ Entonces 500 0а Ачу Е (0, wn 


R0 = 1+ CE вз 
ee un proceso de Gaus son incrementos ipdependientes. 
bArr a ай 


mor 


04) 
dondo B == CC* (C* os un operador conjugado de С). Todo proceso 
de fme homes con incrementos Independientes бм (unción caras 
ca tiono Чу) puede ver m 
п n forma. (ê I: Veremos шг ol operador D 
Taiz cuadrada positiva de un operador no negativo). Por osta гат 
ira odo proceso de Gauss homogéneo con incrementos independiente 
(0) existon unos vectores a, у, a. >= гл unos procesos de Wiener 
бопбоз independientes УФ y, además, unos nüme- 
AS 


En (tta Y) Durs (ene 65 
a 


A título de vectores ey se pueden tomar los vectores propios dol 


отне 0, 
ЫА ИЦ de пыга Пагва. Ss E) за procero 
de Б m-dymensional. Designemos mediante 4 el operador de 
Б 
E 
м У тшу. 
E 
"————— le des orto 
ai Es ы 


ЕЎ 


1. Та función М (z + (д) = u (t, z) donde f es una función 
continua, satisface la ecuación 


Er 
Lr) 


dan 
son la contó tna 
ие а-л. 


П, Ses también g (5) una función continue acotada. Entonces 
Metio (і сета) 2) 
з 


satisface la ecuación y la condición inicial 


59. oq шд», э, 


Шаа, ufi. 


аы бейи, Las alemaciones Ly 1I quedan, vili 
" ue sean acotadas / y £ se exige vl cum] 
[ойо de que sean Тув se exige. 


B+ DHE. o, 
zi ; 


Ч momento en que el process xp E (0 (e € G) llaga por 
Frontera Т! 


Ve int lr + EEO) 
La magnitud ts puede tomar el valor de +o. Supongamos seguidamente 
ue q (2) es una función continua arbitraria en T. Entonces. 
3) la. función 
(e) My (EHE ыйл e m) 
[TET 
satisface la ecuación y la condición de frontera 
Au (=O y (9) = pz) pare гєг, 
nd) na función armónica en Г con el ralar de frontera q dedo; 
DJ la función 


петина, 
donde g (z) ө continua y acotada en G, satisface ta ecuación y a condición 


de frontera 
Ae) 28 (2), 009—0, гє 
E 


2) la función 
i) Me GrH Gra) exp. (frente) 
satisface la ecuación y la condición de frontera 
Fae недо (oo. img (9), EN 
4) ta función 
“иш, aereo] EE хе >, 


donde Xy iy md, cuendo ta > Ey ш oe cuando Te GE, зай 
Ласе la ecuación y las condiciones de frontera: 

ETA 

тэ 


qp ner був, 266,400, Dm 
260. u(t, =0, €T, 1>0. 


usura de G; cuando 0 
ad Tones debe saate le condición enunciada 


10.63. Proceso de Wiener unidimensional. Consideremos las 
in "Ie erias оаа del proceso de Wiener wnidimen- 
Monal w 

OP. Distribución del máximo. Para z> 0 


sup w (0) < ж} = P au 
> Far] à 


P( sup (0) > x) 2P (o (07 з). 
„е 


Las funcion: 


Distribución del tempo del primer paso, Sea x > 0, v, 
(д > sj. En este cono la тарт ене la немее den 
Fad de distribución: cuando $ > 0, 


С"‏ > ا 


їй. Distribución conjunta del máximo y del valor de un proceso. 
Cuando z < а, a > 0, ih 3 


Psp *(д< е. e (0 сае (0 <P (e (0 > zar) 


о-в а-у И acm du, 
e 


a 


Y. Distribución conjunta del máximo de un módulo y del valor 
de un proceso. Para le. d| © [—a. al se tene 


lewica, w( Ele. a= 


3 o orf] 
Y Distribución sonne de máximo. mimo y 48 valor de 


un proceso. Sez a O ZB, (a. D) ces T). Entonces 
Pimia ебе, mix (Ot elo, M= 


- 3 [T eraoo} 
БЕЛЕЕ 


ҮП. Designers mediante x el momente en que ocurre la primera 
salida del procmo del segmento la, b]; а cc 0 = К 
1 mín [t w (0C la. Hj. 
E ь 
00000) pL: 


En cae eam, 
СЕ 

КОТЕ 
کے‎ ж] at} de 
~r 2 = dee peer oap) ш. 


Үш, Ley de areo seno. Sopengamor que e (r) = 1 para => 0, 
ПРА rod 


{jemac tana Y г. 


16.8.4. Proceso de Wiener homogéneo con desplazamiento. Supon- 
En rete (0: aen cierto Mera у w (0): um proce 
опа. 'Examimemes algunas funcionales dej 


1. Sea x > 0, mientras que xx et el momento de la primera сайда en 
el punto е En este caso, cuando a > 0, tenemos 


Me expte (V FFD a) 06:9. 
St a <0, se tiene 
{ъ= tajer (pt <s 1—0, 


Tl. Supongamos que e<0<A, (а, B) C (e. d). 
QU. e, d, a. B) P (mint (e. 


mit <4, EOE Ph 


тоова з= Û ош. e, & a, ра. 
d 


Entonces, 


al 


TTD [er rare as 
ЖҮРЕ 99) 


22771 Jerome a]. 


[ovas 


Туа ио) 


JUL, Supongamos que ¢ < O < d у Y et el momento de la primera 
ata d adici 
lle 41 


-— 
ram. 


En este cos 


Capitulo 17 
PROCESOS RAMIFICADOS 
47.4. Procesos ramilicados con un mismo tipo de partículas 
нетро discreto) 
17.1.4, Delinición. Los 
menos 


ara mii 
formación 


rocosos ramif 


ову con un mme tipo de pardo de Gallo 
icd con un m э proceso de байра = 
Watson, si sus probabilidades de paso py (0) = P' (E (0 = JE (0) = 1] 
duran Deo Fal aca las condiciones 


D 
> 4 ДЕ] 
put E, Pn OO + 853,00: 
he haj 1 


So a aceptado la siguiente terminología Un modelo quo se 
describo por un proceso ramificado so llama a menudo población. El 
"alor do un proceso ramilicado E (9 еп el momento t lo laman número 
de particulas o individuos on la población en la generación de námoro 1. 
Suelo decirse también que E (0 es el número general de descendientes 


de ls particulas £ (0) de generación mula en a gororación ду número t 
A primara igualdad en (1-1) significa la ausencia de la auto: 
generación de la población, desaparecidas todas las particulas, o bion 


Ausencia do la Ер Пн de le particulas del exterior 
A sogunda Sn (1.0). ка que pry () ea. Para 
12, соодада чацор de ааа pij (0) | т 
Шз, as ов al mimma, es equivalopte a la stposición do qu 
s evoluciona (pierde, эй сше 
ipo) icdependientemente do los 
TE so denomina condición de rami- 


Un proceso ramificado puede ser descrito en términos de la adición 
do magnitudes aleatorias independientes, igualmente distribuidas, no 
megativas do valores enteros. 

Sem ta. k= f, 2, .., magnitudes aleatorias independientes 
igualmente distribuidas que e interpretan como un número de des: 
cóndionio proporcionados por cualquiera de, Js particule an ol 
momento de la transformación, es decir. P ( = J) = Pip, f 
dal нр ы El númoro de partículas $ y 0 en ir 
ma generación зе expresa en términos del número do particulas $ (ij 


зм 


en la generación t como 


заво (2) 


A 
e ЫЛ т tos, tnl, 


individuo ene sonda мид r 
ulino, Ca eu T 


tos os owe pace ete. BI número 


оз decir, 

Fomo ambita el modo de determinar Ta КЫМЧА de genre 

ido sa E para cierto 18 (0) > 0) 
multiplicador. lico es un dispositivo para amplificar 
un ды КЕЧ эр», uo КЕ) fj lacini do 
una fuente (ol número E (0) de tales electrones os la generación 
Buln) s0 pono кенташ вва ei do places. Cada etin, à 
chocar con la primera placa, ¡ero aleatorio de nuevos 
electrones (la primera gone ja) Tos E а su voz, golpean contra 
la sig mpl El proceso HN ез decir, el númoro de cloctrones 

emitidos de fa t-6sima placa es, P un proceso ramificado, 
3. Una reacción en cadena de neutrones. Al interaccionar con el 
neutrón, un núcleo se desintegra omitiendo un número aleatorio do 
ones. Cada uno de estos neutrones secundarios puede 

otros micleos produciendo wn número aleatorio 
Si el número C od 


moutrones. 
бизе i 


ción. 

1113. Ecuactones para las funciones Los valoros do 
патат enteros de los procesos сег LX 
dados (1:1) y (1.2, que determinan, dichos procesos, Позна a qi 
[PEUT EC (eias al eap. PEL 
Ж“ Investigación de ostos procesos 

Observación. Para lor prece de ramificación £O se supone 
тете (y esto coma riga, ve hace en lo suceroo) que È (0) 1, 
To que, sn embargo, ne restringe la generalidad, puer, en virtud de la 
definición 1, exando (0) > 1, hacemos [rente a E (0) proeuos que se 
dirlo independicneneno у que рамот d ado ua de as VO) 
риш originarios 

Supongamos que ғу = PEJE = 0). py 
= P G (O = JÊ (O) 4) y seen 0 0) = M МД (0) = Пун 
T MIÈ VEO) = $] las funciones generadoras de estas distribuciones, 


э 


es decir, 
N= 3, ру (04, (99,09. КЕ] 
E 


La función Ф () se denomina función generadora del proceso ramifi- 
SM EU. Te о сыйны» le fani creada 

corea 1, Pará И) > 0 cualerquiera la función generadora 
d, (9. satisface la ecuación funcional principal С 


тео (д) чл) 


oes as 

Do esto modo, Ф, (r es una itoracción -múltiple de la función 
CON ICA PEU A © 
EO (®; бй) Ф, (O (= (b (BONN, <. ¥. б general, 


(9) (0C. DD «20. ao 


y la condición iniciat 


SI Фа, ө... ий М... ЖОЕ (O) = 1 ев una Sanción. 
generador сга de las mágoitedes aleatorias (0, ED. - 
+». E(), entonces. 


O (oy, 0 D rid (e s fei (00) +++) 


Supongamos que Fs (s) es una función generadora do la suma 
+ (t) del número general de partículas en una pobla- 
4 depo (0, de В e. y P aos una Тозе 


ur (+ i es decir, del múmoro 
dias rl población: ваъ, 

Dom 

Ее) 

de ida. Sen =, p= 

S per 

tne ds O MS EC P. 


„(д ==1—р/, py (i UO UR LETS 
credet "шаны {аме Se p 


dé, b, e>0, Be <4. Entonces, Ф(ф= 


өл 


17. L4. Ejemplos. 1. Procesos 
UA Que mae =! 


o ь 
= i-a. i 
0» (0) es una función neal fraccional del tipo EEE, 


б ne = gr 7 


mI 
{дня 


17.1.5. Momentos y clasificación. Supongamos que E (0) = 1, 
(0) = МЕ) m e m (1), о (0) = DE (0, оо (1). 
Do sorolario iamediato de la esuación funcional priocipal (L4) 
función generadora de un proceso rami sirven las ai- 
alientos oxpresiones pare a () y 0 (3: 
m () = m e= 0, 1, 2, as 


POMA 
ө-{ etat К, н e 
он, LE LE (19) 


Definición 2, Un proceso ramificado con un mismo tipo de par- 
ойма co Hama subertio, si т< айоо, si m = 1, Ф (1) > Ui 


EW se llama. 
2 ple que un proceso remijieado sa degenerative, 
идеме que sea suberitico о eriiieo. 
"Teorema 3. La probabilidad de degeneración ¢ es la minima таш 
no negativa de la ecuación 
OM =e. ало 


4 puede ser determinada como. 


La probabilidad, de 
uno de los siguientes límite: 


“| 


a40 


зәт 


ton la particularidad de que en el último caso la convergencia es uniforme. 
тари de toda IMITA 

El comportamiento asintdtieo de las probabilidades pio (0 para 
t= dde del meo mg: po рле 
ME (1) in $ < оо, 


те (1— рь (0) m eo (1). (1.12) 
donde 
«П коко кос. ?  ] 
mol 
endo c > 0, cuando y эйе cuando, ME (1) In È (1) < o. 
oe ve prre AR NS 
De) m i gh + (0. 444 


9 Para un proceso supereítico 
Pula 10 @!+°@%' (9j). «лу 

donde 0 < Ф (j) < 1, des una constante positiva, 
фа procos esllcado con vargo hacia coro o bien hacia e infi- 


nito y la convergencia en consideración es extremi ¡to inestablo. 
en ol sentido de que si m = MẸ (1) < es, entonces iim pay (0 = 0, 


173,2... y para todo n> 1 
Jis PEOS rE 


Para los procesos suberiticos existen los limitos 


Ja Oli Pm ATO 090 (140) 


e 
124 


dies grobabilidados Qu. Qu . . . forman uaa distribución de proba- 
lidades, ea docir, 


=. 


Teorema 5. Una función generadora QU) Ў Qj satisface la 
ecuación funcional 


deorema 6. Si E (0 es un proceso ramificado critico cuyo segundo 
momento es finilo, entonces 


Л sde 
or > == 


(48) 
Si m < co, el proceso v (0 = ж” (9 es una martingala, es decir, 
Min (¢ + Dn (0) = n (0, «2 0. 
за proceso supercrtico. Del teorema sobro la convergen- 
cia de Ta дандыр e duce que cpn le probabilidad 1, el pro 
Hd converge hacia cierta тй aleatora Te o, 
Teorema 7. La función caracteristica (0 = Me de una m 
ИУ нан АЛЫЙ 58 


(n) = 0 (e (0). (4.19) 


Si 0<' © ao, la función do distribución K (9 = P (n < 2) 


т< >= Eft 


os absolutamente continua, mientras que la varianza condicional 
D [n > 0] es positiva. 


472. Procesos remilicados con un mismo tipo de particulas 
(tempo continuo] 


de particulas 
mf =P GM ™ WE) ааа la condiciones 


dy 1= 0; 
aii Y У PDP cP (O 040: (4) 
je 


* 


2 
dim py (0= es 


E оз que las probabilidades do paso руу (0, 
se die d as a c, tac a condición Y 
Pu-icatke(), qe 

plego, 11. es 


EI 


Es ovidonte quo gy 2» 0 para / sk 1 (gj, cn oste caso, se Haman 


Introdusearos las funcione generadoras 
O6) Y туо емел 90), 09 Y ye. 
E A 
gencridora diferencial del proceso патина, La evolución del dade 
ramificado. La evolución dol dado 
proceso ramificado con tiempo contiguo se describe del modo siguien- 
le: сайа particula vive durante un tiempo aleatorio distribuido segun 


una ley expononcial de parámetro 2. = У) gy. Al oxpirar ol tiempo de 


vida, la particula engondra un núme aleatorio de partículas dol 
ismo tpo con la distribución * 


192,3, 


DUE 
A 


plo más simple de un proceso 
Чапо sirvo el proceso de pérdida y mul 


ота a= e P. oy 0, 
Definición 2. Un proceso ramificado E (4) so Шаша regular, si 
Q4) 


"Teorema 1. Para que el proceso (£) soa regular, er necesaria y sufi- 
elente que la integral 
4 
tss 
2.79 


ар — 


Исай» regular con tiempo continuo, entonces, 
y conta, de Петро t= 0. 
лайт generadora de un proceso ramificado con tiempo discreto. 

"Sl ө cumplen las condiciones (2 3) y (2 4). ln función generadora 
«р, (a) del proceso ramificado satisface, uniformemente respecto do 
Тет f, lo corrolación asintótica 


Ol = se +H + 0(0, t0. es 


ton la condición inicial 


Ф,(0 = en 
b) la ecuación lineal en derivadas parciales 
ЕЕ us 


son la misma condición tnicta! (2.7); 
©) la ecuación Integral no lineal 


OS e» 
donde. м m 
pres > 
ا‎ 128 
, 


169-9 
s USt و‎ 


^ del tiempo que ha parado 
ик transformación on бу 2, 
partículas, y A (s) es a foncldo generador de las probabilidades con- 


diconals {— 57] у = 0. 2, 8... de que la porca se bran 


formo un J parles» condición de que tal transformación so hobia 
P unn del аб). (2), (2.9) existo paras | < 1 
uen de as econ ИР 
кшн» Y Ronson eat ia nin, aplica, dl ао 
CEST s T porcina de que o costes del desarrollo 
AES foil una sert d polio de Do то megas 
"Parn Тос proesas galo Ta solucion de ar особдо cd 


es nn 
17.2.2. Ejemplos. 1 Sea fi) = go + en + Pon, os деси, 
fua 


dondo a = f (D, b = 0 
Le ecuación (2.6) tiene la forma 


EX 
E 


maat 


aera E 


фо donde, desarrollando i 6) en una serie де potencias do s, s0 puede 


| 4 E meno 
eis 

Mer 1 В Î а 0, 

кул i 


pura 1 5:0, 


7 
ми (E 
2 


2 - 

Lir (nr) * 

P omae AIAS O< art, A> minas 0) 
Aqui, ol soguado momento del proceso es infinito y 
A а 

К i [Rete art] чао, 

Ll) 0 Ya, ai amt, 

ТОА), A20, А es un número entero posi 


керг sepe 

4. Беа J (9) e [1 — 5] (14 ln (t—5)]. Aqui, 

09 exp (A + eM Ini). 
5. Sea [() 3 |t—5—(1— 5], donde 42-0, 0 a« t. Aquí, 
De) — 1 7 4e с-а дуана), 
Este es un ejemplo de un proceso no regular, pues 
"— 

NUUS DS 
Eg Lo e rrr pre LEGE 
2 Hr osa = (i y be f (D y sea m (0 = МЕ (0, o° (0 = 
NI 


à 
Fo сло 


con la condición inicial m (0) = f: 
4 ao (0+0: 
”о-{ 


con la condición inicial 0 (0) = 0. 
De aquí, m (0 = ety 


mo siat 
EI 


è Р 
CNA 
=| SAA غ‎ qug 
м, Po 
Delinición 3. Un. de ramificación con tiempo continuo 
a sonia, a) ирий i a <0; Des, si a = O, $ > O; 


tico, si a > 0. 
е (2.10), га particular, se deduce que m (0: a) decre según van 
сов; 


pes mp da шш ET 


@) = 1) wma probabilidad. do 


3 
Ds d рут гар 
иш. Га ОНИ de degeneración y т la minima 

rale no negativa dela ecuación 
10-9. a4» 


La probabilidad de degeneración q puede ser determinada como uno de 
dos Шешетея Итен: 


lim ne 
zs lin Or, leet. aud 


Tees 1 a) Pare la roces muros 
Pi) 1— eret (140 (1), баў 


: 
PS ET 
a 


D) Para los procesos criticos 


поно. ол 
Para los procesos subriticos con tiempo continuo existen Jos mites 


¡O imr 00 £9 11-0, €t; 21. 


елш: 


= 


= 408 


Las probabilidades @,, Qs... forman una distribución de pro- 
habilidades S Qy=4, y la función generadora Q()= 

PLI e ا۵‎ о! 
пепо la forma 


(j). ат 


Si la integral | EELU dum — Ja c converge, entonces la 


Pu 


jene por esperanza 


distribución гоп una función geuerdora Q() tene 


matemática t/e. Para las dist 


jene lugar e| teotema del limite análogo al teorema del límite del 
DIES 


Sw m= ME () < oo y чї) = ємї (0), donde am f (D. 
El proceso n (0 serê una martingala con tiempo continuo, 

Supongainos que E (0 es un proceso supatcritico- Del tooro 
sonvergoncia de las martingalas se deduce. proceso 1 (D со 
lo probabilidad 4, converge, para £ + co, bacia cierta magnitud 
aleatoria q. 

Teorema 5. La función caracteristica q (9 = Me™ de una тар 
пица aleatoria límite y satisface La ecuación dijerenclal (no lineal) 


Lio, qu 


о es equtealente a la ecuación integral 


=D 


— EE a). 


пат»). 


es absolutamente continua y cuenta con una densidad que os continua 
para 220. 


17.3, Procesos ramificados con un número байо 
de pos de parci [empo аст] 

17.3.4, Delibición. Un proceso ramificado con т (m > 4) tipos 
de particulas describo una población de particulas y individuos on 
ln cual las partículas do cada tipo pueden engendrar descendientes de 
cada uno de los m tipos independientemente de otras partículas. 


404 


El espacio Lisco de un proceso ramificado quo simula una pobla- 
ción do m tipos de particulas lo constituye el conjunto de vectores 
Voss de ыык interpretados como vectores columnas donde 


nente es igual а uno. mientras que las restantes componentes son nulas. 

QUO REDE NE valors aoa 
Ta ыен Оода con componentes de números opteros 
Ti negativos, so denomina proceso on m tpos de parielas, 
sl sus probabilidades de paso p“ (д = P (E (0) = 4/8 (0) = €) (dondo 
(0) = J significa Ea (€ = fy. k = T. m satisfacen los condiciones 


Boy, EmO(0=(0, ....0) es el vector nulo); 


aa Pap (ON, E O, 
en 


dondo (py, (Al significa la convoloeión y máltiple de la distri- 
buelén p, (A con sf misma. 

Un priceso ramificado con m tipos de particulas admito una doo- 
cripción sencilla en términos de las sumas de magnitudes aleatorias. 
Sonn bo NE PORPCOE ыа. 

Independientes igualmente distribuidas con elementos no noga- 
tivos de valores enteros. Para todo r las magnitudes nleatorias Çh! 
bo nterproten cono un número de partículas de ато Upo engendit- 

a de Сто tigo enel momento de trapaformación. 
cl drin de ln dus ое mili Cy 


P507 Н 


AI 


MOYEN 
ton m tipos de partículas, entonces 


h cen € vem + 


En particular, si m = 2 y Ë (0) (1,0) 
E os de Dukes Y en el токе ini 


10-05 ves m x =+ў ey 


RES 
(ln segunda generación se compone de 5) 
= F а 


del primer tipo y P + Баса segundo tipo, ete.).. 


1732, ovaciones para n funciones , generadoras. 
mns e al. LA Función generadora do la Е de 
uo plo) ас vd proceso тишге E () con m рот de parc 
se defino por la igualdad 


O, = У PO 


{Р particulas 


„моди... едо i, 


londe У) significa Y Ў 3 
donde Y significa Š 


Para £ fijdo la función @, Ti.) e» uoa función escalar do 
папин vectoriala Габ f ir in У ml a sss tm): 


Ol у Фе, ligadas por medio de la co- 


en e" 


rola 


[3 


»- Ti [s вл) 


unn fun- 

nm PRO D: 
PEN dé... n, una función generadora do los 
proceso 20) en el momento £ y soa 

O91) (Dr (е, 6). De (в. 8), «<,1 (em, Фу. @з) 


so Пата función generadora vectorial del proceso E (0). Se veri- 
a i atit d 


Supongamos que Ф, (s) = 
ción generador de la 
Or) 


valores 


O: @) = Do (Or (9). eo 


ш Teorema 1. Lar funcionat gerere Ф) y Фу) есет 
slgulents ecuaciones funcionales prine 


uc (=: (Ф (i өл 
Oin (6) 0, (by à). es 
(en, s) Je que sea £ (ej, 1) < 1) una función gono- 
Sr e 0, Ls pol guo sea f oa gu 


A 
do ТАРТУ estin al al роодо £ Û comedo de да particula 


y clasificación. Desigaemos mediante M () = 
ЕА Yr la matriz de los primeros momentos mu () = 


408 


de un proceso ramificado y medianto Da ()= 
m), la matriz de los segundos momentos 


dondo $ ísigmlica que todas las componentes del vector # tienden, 
Жы, а И unidad 


Las matrices de los momentos M (0 y By (0) satisfacen Jus оспа 
cionos on diferencias 
MUH e MM Q0, M) 
Dy (4) MU ( MAY) (er, мер р, өл» 
e 
DO me. 
significa un producto escalar, de donde 


M (fe Mt; 
e 
"+ (е, M'en) х 
$ ема m 
aetas, 
Sepegaot qu todos ls momanta по ду тыд ка Bat 


ка уйш ao ER Биги 30 Фа ИН ОШ синий 
DEL I уна сыны I 
Jes mono props, L as Г de la sati AL elt uo per- 
oo taglio к i e ul qt К> do 
de rer de la ыш. 

ia d e ro remite & (9 м Iaa дево 

rp PEDE E Пата паа 
б =з» 


egin ет oi zA 
In proceso positivo regular es indescom; 

Supóngamos que $ (0, з un proceso ramificado indescomponible 
Y p uha ralz de Perron de la matris М, mientras que w y v son los 
vectores propios derecho e izquierdo, respectivamente, de la matriz 
M. correspondientes a la raíz de Porron р. (los cuales, según el mismo 
ieórema de Perron-—Probenis, tienen! Componentes mo negativas) 


w 


y normados por la condición 


cado indescomponible £0 se 
ш у, D ente a 


бу 2-0: €) supererítico, si 


raíz de Perron uet y b 
la riz de Perrin p> 1. 
La condición b= $) ару >0 asegura el carácter no 


m 
singular del proceso E bs decir, que mo todas las compo 
wal a n de e función quieridont veta o G ha 
Tess тро de p e cm ша ий dpa 
dientes nulos y, consecuentemente, el número de partículas varía 
ono: 
alo decirse que un 
al ol máximo comú divisor 
Га (0) > 0. es igual а d. Si d = 1, el proceso so ina aperión 
iuf 
ТЇ proceso regular positivo «a aperiódico. 
[On sitis. Supongamos que E(N) en un pro- 
aio tndescomponibl, m ee к abr de Porc de a tds 
rimeros momentda M y ms ©, ls vetores propios darech 3 
жое АЛЕК 
mala de Porron p: Para le miris de os primeros momeala A (A 
dme lagar una Кермеде hatten etando Yr 


M (0) = мао + o (à). 


II <p, ef) tene sentido por 


dole ш ley, pu 
elementos. 
Supongamos que fiis P (EO = 0 para cierto, ¢ > O/ (0) = 


= у) la probabilidad! de degeneración del proceso $ (0 cuya 
Tesi nula noua da unt slt parteis de Pane 007 imer 
eu ^ ^w) un vector de las probabilidades de degenera- 


des, Esorema 2. St un proceso ponts regular & (0 e rabertieo o crt- 
Meo, entonces 
qmis ta y. 
Sen a= (a -s 49) у Ja l=, máx 1al. Se dico que el vector 
а 66 no negativo, si todos los s, > O. 
Teorema 3, Ses E (0 un proceso porittvo regular, El vector de las 


robabilidades de degeneración q et 18 solución ho negativa y minima 
fagin la norma | | dela ecuación 


==. ад 
Sea 9! un vector o negativo arbitrario tal que 1 n 
taa probabilidades de degeneración purdan Ти Па е como 


408 


uno de los siguientes limites 
(па роо mei): 
“Û lim oe q 


De aquí во deduce que en la clase de vectores no negativos 4, | s |< 1, 
Wrectación (312) leue sólo dos soluciones: q Y T. 
"EI" comportamiento estático de las probabilidades pepo (0, 
£+ op, зе describo del modo siguiente. 
anii matins my = M M (O 
de la matriz M, u = СД 
monto, los vi 
poudidates а 
"Teorema 


Pap (D tenmt +o; 
PEO EO) D) (o, йер! + 0 (00), 


| ваз) 


donde ew lim 1200600), con la particularidad de que para que 
Ое oo, es necesario y suficiente que sea 


Mit, (0 In tj (VE (ei < oe, 


pip dmt о 
эө «оз =й Aj ао 


donde bm Y mei Prey 
12.5] Yesremos del limite. Sea E(O uu proceso positivo 
теч 
"Teorema 5. St E (0 es un proceso subertllce, entonces para te oo 
los distribuciones condicionales 
РО (0 = (0 #0, (O = i), ¿40 


convergen hacia la distribución Heute Qj, J #0, У Oj =1, cuya fane 


АР satisface la ecuación 


ción generadora Qi) Уон} 


1-00) 0—00. 


y la distribución límite no depende del vector de los estados iniciales 
Lo 


Una distribución con la función zeueradora Q (s) tiene esperanzas 
matemáticas finitas 
E) 
lim 
TUR 
donde c está definido en la correlación (3.13). 
Teorema [3 ra R4) es proceso positivo regular crítico, (0) аер 
y UPNA qo... UP (0), donde 
TEED 
۵ 30 
Der la distribución condicional del proceso EY (0 a condición de 
que ED (i) 4 0, converge para t- co hacia la distribución del vector 
obra d = Gf. f „ {)', que no depende de е. donde $ es una 
magnitud aleatoria "escalar von la distribución exponescial 
э >=, 

Teorema 7. SI E (0 esun proceso positivo ilar supererilico, 
cupos segundos momentos MS”. t, 1. k = fm v y es una rals de Pe- 
ron de la matris М, entonces el vector aleatario n (O = HAE (A converge 
л media cundráten, cuando = so, hacia certo eet aleatorio Haie 
Vu con da probabilidad V, Ladrón del аттат y. para ү ч 0, ot 
"com la dirección dl vector propi derecho u de da matri M, cores 
Pondiente а la rate de Perron н, м decir, т = fu. donde ( es una map 
Mitua aleatoria escatar, 

si» i jj >0, entonces ө = P fa = О 0) = а). 

La función — característica — (condicional) (ер, 4) = 
хе M [els WIE (0) «е ex] del vector aleatorio n satisface las ecuacionos 


funcionales 
(e n) = © (es e (9 
donde р (€) = (e (ei. 9), ple б)... n) 


-— мео, 


کے م چ 
TTL‏ 
ыз, md, Us ls MS‏ 
=h L3 фа (DV. £ € [0, 00), con valores. dm‏ 
de vectores m-dimonsionales de componentes no negativas de nómoros.‏ 
EE a CR ЫГЫН‏ 
ES EE‏ 
Facon las condiciones G1) y 1 condición 5 0‏ 
im р/в‏ 


El proceso ramificado E (4 cuyo estado inicial 
задет пша de partículas s» compone de una 
imo tipo, evoluciona de le manera sigulonte: t 


E 


aleatorio xy, la partícula do Lésimo tipo se transforma en un nümoro 
loatorio C1 de particulas de imo tipo, f = T, т, ceda uoa de las 
Sis dependitotemente de las otras vive al eiapo aleatorio vj 
SU conviene en el nomero aleatorio Dt de particulas de sind 
po, E rm ме 

VALER Еб лоз para las funciones generadoras. Supongamos 

К ey que les probabilidades de paso del proioo rami- 
Tes Quy шийше as Zonda ° Ро 


Page Omi 040095 
ل‎ 
Po =a OFM, ari, t~ 
Ў 420 Tm. 4 
e x" 
в obvio que q,, 2. 6 * J (en esto caso, зе ima densidad 
de la probabilidad de paso desde ө on j Sea 
" 


э-не 


d) Ue. ees Ni 


Oi (em 0) 
La función (0) se Nama Infiel) (vectorial) о función genera- 


ш 
Erie 69 y sele rete 241, c 
va iie qur tr aed 


D 
condicione (4:1). (4.2), ens agar, uniformemente según ө, 1s | < 1, 
la representación asintótica мн NR 


Mme tH +o, 1-0, вз 


De corolario de (4.3) sirvo el siguiente teorema que ofrece un aná 
de e ошо locam principal para o A 
muo. 
Teorema 1. La Juación generadore ®, (o) para |5 |€ 1 
dos чешме аен de ervationesJuncionale. 
S Un msema de ecuaciones diferenciales ordinarias (во lincalei) 


ET вз 


con las condiciones iniciales 


dora. 


tisjace 


e. 


вз 
“ 


BY Un sistema de ecuaciones (lineales) en derivadas parctates 


mex па, 92949. m 


von las condiciones iniciales (4.5) 
e) Un sistema de ecactoner integrales (no lineales) 


Oren 0= j моа (DaHa 7) 


donde 


Hei =e, „н 
мө REY, ү. 
n 


" 
awf iE, e 
0,1<0. 
Las soluciones de ostas ecuaciones existen, son funciones analíticas 
cri dea yoo O.) en emo general, o ban de 
sar obligatoriamente funciones Estribucionos pro: 
ыйы, ea decir, en el caso general, silo podemos afirmar que 


He Oren <1. 


Si todas las derivadas S619), i, jas TT, on ol punto sm 4 
son finitas, entonces la solución de dichos «istomas de ecunclones es 
única cuando (4 |< 1 y Ша Qu (ep, 9) 4, ={ т. 

в a. en (4. wh inter 4 - una función de distribución 
lo imo tipo, mie 
se largus cone ша unido geaeradre d fas den 
COS IA LC 
педа моге е generadora Е di 
РЕ райо TE el sopore de que existe oe imitos 


Sen, además, M (4) = (; 
La 0O i j=l т), 
X(N @)= еъ] — bima (0). Las matrices 


42 


u t, 1), donde ты, (=M (0 
(MEJO их 
los momentos M (у 


y Ch (0 satisfacen las ecuaciones diferenciales 


FO шл, nur 


4 | өз) 
+ Cr O= 2j lem Ae) с, (DFM (0 Ca M (0, 
€» (0)=0, 
Do aquí 
мое, 


ЕТ 
exo) {| мш) S x Muje Cy |M (au, «0 
POMA 


a For ejemplo. eniro tado! lor numeros propos 
т! = TE. du ш шиги А hay un minero propio rel a 2 tal 
Ж а > ho an 9 lo. amado rafa de Porron do la matriz A: Los 
Se e propi гондола 1 ale de Forcon а emen compo 
onto. negaves. 

Definición 1. Un iso ramilicado E ( so llama indescompo-- 
gus rds utei de ia raig de rs d e mal A Е 

vns, у э, lama descumpnlbl en el caw contar 
Маја om a CU e laa ыы, 
ti ay <0 para iodo LOT 

jupongamos que $ (0) e» un proceso indescomponibl 
(Mo a 1 (ы. „ Dm) son los vectores propi 
Gif quede, recien! d à matr А, corependinles 


de Perron а. у normados por la condición (а, v) «Doug, = 1. 
Delinteión 3. Un proceso ramificado indescomponible E() so 


denomina паев, s a <0; critico., st а= m, ji fx 
mx 


X joy > 0: supererítico, si a > 0. 


La condición b= Ñ аъ нау 0 asegura que el proceso 


NT 
(9 no sea singular. Lo, último unifica que el número do par- 
Mig ctis qtd d werd е 
ЗАСА, otel 
аа А (мнен, a e la йт de Patton Ей mali de 
сиз скн EE ER 
исү үгүс сүз 
AO рс 


из 


lene lugar una representación. 


tica para ¢ grandes 
nam P uw фов), 
donde ut = {шеу, t y T7), аса, ot) гө entiende por elo- 


mentos. 
"Supongamos que дү es la probabilidad de degeneración del proceso 


морс 
ee ee por M) c rt 


о ertico, entonces 


gU. 
Teorema 3, Ses ELO un proceso indescorponible. El vector de los 


probabilidades de degeneración q es la solución no negativa más pró- 
“simo а 0, de la ecuación 


[sl más miel‏ ,>« ,اسو 


gortamionto asiático de ри 0, para 1 == oo, so describo 
4. a St un prosom indescomponible $ ( er ийке Шев, 


entonces 


ON 


“PRU OR (Om e lo, D eo (f). 

donde cz> O es una constante distinta de cero cuando y silo c 

M lê (0 ln tj (0/8 (O) = ей < œ para cualenquiera d j= 
1) SE un proceso indescomponible E (8) es critico y 0) son [Init 

entonces 


эч " 
Je (+e t 
20.0 
ев 


PROFEO Ae (eet). 


47.5, Procesos ramificados generales de Márkov 


475.1. Dolíniciones. 1. El modelo gencral de un proceso ram 
fieado de Mürkov toma en consideración, a la par con el número do 
partículas de la población simulada. tales caracteristicas como la 
posición do las particulas en el espacio, la dimensión de éstas, la 
Tnasa, la onergía. la edad. ete. 
Es importante subrayar que muchos procesos ramificados no de 
describen el número de particulas en una población, pue- 
los dentro de los marcos de procesos ramificados genc 


les do Máskov, sı se atrae una información adicional sobre las раё. 
Vei. del género indicado arriba. 
риш Y sons рейши alado ешайды y, que et Ir 
las y cien S auto кинин y, qu и fa 
Preta como la pesción do 1а particula en certo copio modiblo 
TES 20; llamado pacto fico e ls particulas. 
que la gealeación pula de una población 
sol pacticula y la posted 


"a 
aleatorio Y de clones 
WEE ma re DO 
Em T. T, son las megaitudes мые инен distribui qui 

Ao dependen une de [fete nl pese dh C Cm 


doen E, w 

Supongamos y єп cierto momento de tiempo una población 
conta еро а y эм рок eh кы ele s ры o 
т, restactvamente: El estado. del үтен ramalcado usd 
Ө ledio mediante un Joego (ny se. лу n el que el orden 
de cim ng uno Va eral, us pend a ia ind 
Чад de Tas particulas en 1а рода. 

SE їл oa un products de Descaries (postoj do п ejemplares dol 

spacio E, дека mediate E un espacio obtenido do Y^ por 
[xU Ep re E pro ls de 2 er 
ry cp par калына de LS ШЫ y кайы 
ss la Imagon de la o-álgebra q^ on tal aplicación. 

Sea d, la desuraación dol espacio que consiste do un solo 
punto denolado pr el mismo Y. magma P- 


cÁlgebra que contiene S, у todas 


= Û Î y son ha mi 


шә sienne й, 
io ico de pale (E: ) m esco de Мот hongo 
ADE y eel paco ше 
AQ cuyas probabilidades de paso 


Pelen, =P ROCA RO =z") ш” еЗ, Acl) 


satisfacen la siguiente ecuación de Kolmogóroy: 


Pista = Y i трач вру re AS фа 


“s 


" u me 
тш”, РЕ X 
D jx en-( y d ea 
Pin» (е^, Ra) os la probabilidad de que en el momento ¢ Ja. población 
Vasto замен s condición de que en el momento 


liela] habia & particulas y sus posiciones em ша гылы попео 

11.5.2. Ejemplos. 1. Supongasos que £ es un conjunio finito 
yr € E so inl ta como un tipo de particulas. Un proceso ramifi- 
Sado торте Sr un ta ramiicao; erario Con wi 
Timer pos de радам 

2. Supongamos que E 210, >) y que s C E sipilien lu edad 
de una palta que vari de va modo lal que Be = de. El tiem 
la partícula se бойле por cierta función de distribución 
particula, Ладен аана do ls otras, cagndr un 
омдо de particulas de a edad malo, Los procesos omic: 
don que corresponon a este modelo y que dependen de n edad describo 

иа fasc e la evolución de las colonfae de bacterias o de alos 


. Modelo unidimensional de un reactor nuclear. Supongamos 
que on dl sogmento [o ксл activa dl ocior adi miner 
Si ambos dleveciones os nouironos que, al alcanzar los extremos del 
Жоао, desaparecon (е van de Ja sección activa). 

Hagamos Y me lo, b) y sea т C X n posición de un neutrón en gl 
momento de eu nacimiento. Bl poutrón acido en el punto e con la 
probabilidad 12 e mueve a Ja derecha o la itis En чит 
Intervalo de longitud dz de E el neutrón se transforma con la probe. 
bilidad а de өп cierto número de nuevos neutrones, cado uno de los 
cuales. indeptadientomente de los otros. con Ja probabilidad 12 se 
west a Ja derecha о а la izquierda. 

Eat model se deri por ls procesos réuficados generales y 
a la par con sus análogos Di? y tridimensionales, sirve de modelo do 
Partida en Ja teoria matambica de los actores эшан. 

.5.3. Feuaclones para lae funcionales generados. Con ol 
procaso ramificado E (0. t€ Т, están ligadas 138 ронена medidas 
Aleatorias Ex n (t. y A (°) en CE, 8) con valoros no nogauivos de 
потоа etiaro Byn (AY que representa oF nimero do particular 
dol proceso £ (4) qui en el momenla f se encontraban ea el conjunto 
Ae e edición de que oa al momento inicial habian paris 

л € Bpi ne (A) 
А denero de particulas decendients en e conjunto A È g a el 
ran “que la particle predecesor so 
ción en cl punto € E. 
Єў, una función зев tal que 


pI (IS: 
gm 


1 


O, (Eh C) Map ( astan (e. an] бз) 


410 


es la funcional generadora de la medida aleatoria ыл, +); 
ч, чке оњ) 64 


——— 
“эшеат, as 


тт, n= Ù oren 55 


Supongamos que o (r, 4) ез la probabilidad de que una partícula 
que posó sicat дийә el punto з ЄХ, uo oxpeimenta Van 
formaciones durante el tiempo [0 i] y en el momento £ se encontrará 
eu ej conjunto A € A: A А) ca la probabilidad condicional, de 
que ol tiempo de vida de una partícula, que са el momento inicial 
Santo sl punto z, o supera t'en tanto que cl punto, en 

ue se encuentra la particula дада en cl momento do transformación, 
SS contenido rn А € 

Teorema 1. La funcional generadora @ (ж, 5.) (2 = а) satis- 
асо lay siguientes ecuaciones fancionales: 


CA RT 
Физ. (N De (E, АЦ, 1 COD t 

тц. snm [otras dF { Fa (du. di) ty, Duas s (D. 
i 


joa M (t, ж", A) ж Мыл (t. A) un número modio de partículas 


ol momento ¢ se encontraban en ol conjunto А € ig, a condición 
R (O) = z^. M (t. т^, A) satisface la ecuaci 
Ама, ат, dp. — (69) 


можу, DULL 


клм Sea tin, LEID, o). un proceso ramificado 
particulas no alteran чы posicion entre las tiandormarioncs ( 
Pamificado se realiza a saltos), соп la particulari 


ala, Yet, а>. 


FA руг 1 xe denomina intensidad de saltos dels partículas. 
eu li Funcional generadora (e, (2) de Tal proceso sale la 


rur ONA gv, c ym Gs C) (CD 


y la eeporanza matemática M (f, ж, A) tiene por expresión 


X 


uns ат 


donde 
БОН 
9, a6 
LO (e, Ai Mn 4); 
LO (е, у= ] LO (x, ay) L(y, A). 


те a= 


6 Prepon recie. Para un ree liene 
oral E). t 0) = z, la Probabilidad de degmeración qr) se 
{отты como cualquiera de los antes id 


| limp fin, жу 
= ре 


(2) satisfaco la ecuación funcional 
q (a) = hs a OD- an 


SU la función 1462 as tal que OM (а) ed. n € E, йым 
ир к DE (ej para Todo 2 € 2: entonces 4 (2) € 


Su M Poen. а, gie Mad. B= 
MEN 
d (oci MIN SY ANM vet 


25 КЕ d sg t) < e entonces реба) et 


Capitulo 18 


TEOREMAS DEL LIMITE 
PARA LOS PROCESOS ALEATORIOS 


18.1. Convergencia débil de las medidas 
en los espacios métricos 


“métrico con o-álgobra 
o de todas las fun- 
con la norma |] = 


“рг! 

“Definición. Una sucesión de medidas ^i, definidas on 3, e 
Пата débilmente com hacia la medida y. (ве donota: ji, => p), 
al so cumple la correlación 


Ma fien anum frm [I 


para todo / Є Т (Ж). 
ona que los ars ds atus a 65 dun uni- 


vocamento la medida p pora todo / € T (C, entonces de la conver- 
тшда EDIN e y res v a deduce qoe к= Y 
Do la deliniión de convergencia dbi do las medidas e desprondo 
quo do la convergencia en probabilidad de lo: 
reg valoros и Г hacia elemento aleatorio 
ela débil de ds dist 


oct no өз cierta, a excepción del caso en que la distribución lito 
тоа les Чт нне ове: In А, junto de 
Lode! ones: Int А es un conjunto do pun- 
tos interiores de A 4] es Ja clausura del conjunto А: 4 ex un conjun- 
to de puntos de frontera de A. 
lema. Si in => M. para todo A € ® se verifican las desigual- 


(mt A) < lim pa (4) <I pa (4) Са 0А. (2 
El conjunto A se llama conjunto de continuidad de la medida pe, 


a pfa) = 0 
gnomos, mediante 1, la totalidad de todos los conjuntos de 
continuidad do la medida p- 


1, Y Las medidas ig, en el caso general, no están normadas hasta 
la probabilidad. 


m E 


Teorema j. Para que una sucesión de medidas jo, converja débil- 
mente hacia la medida p, es necesario y suficiente que para lodo conjunto 
A de continuidad de la medida p se cumpla la correlación 


lim pn (4) =p (4) para todo AC аз 


а 5:12. Condición de la compacidad débil de una familia de mo- 


e радон. Un conjunto M de medidas dinides on 8 э lama 
débilmente compacto; si de toda sucesión de medidas my. pertenecien- 
tes a, Af, se puedo distinguir uva sucesión debilmectó convergente, 

"Teorema 2. Ses C ип espacio metres separable completo. Par 
que un conjunta M de medidas definidas en 8 ses débilmente compacio, 
E necesaria y suficiente que te cumplan las des ишемин condiciones 

3) sip t CE) < өк 

b) para e > 0 existe un compacto Ke tal que 


mph nee as 
sd 

Observación, La completitud del AX se emplea sólo on 

la demostración da К ца cosdicsones a) y b dl teorema d 

fostrar la capvergencia ГЫП dela cesión de medidas £“ 

establece la compacidnd SUB de la cesión do ойды пиада е 


de a medida lio. 
Corolario. sucesión de medidas ua definidas on ®, qu 
S ospaclo mótr 


es la Цирка de los conjuntos boreliazos дЫ 
Fablo completo J£, es tal que para todo 7 € (0) exista d line 


ЕТА из 


entonces existo una medida p tal quo 
L= j I раз), 


бз decir, la sucesión de medidı 
18.1.3. Condiciones de 

фей. Una sucesión de, funciones Ja © è тз CU) eredi débilmente 

acia f pi las funciones fn, están lidad y para todo 


а вае hacia u. 


HIA fn (2) = 

Un conj funciones P c 3 Mama débilmente cerra- 
doai el pom cei do fusione de Р dilute зат: 
мө pertoneca 


Teorema 3, Una sucesión de medidos y, converge d£blimente hacia 
la medida u cuando, y silo cuando, es débilmente compacta y para cierto 
conjunto de funciones Facs S (X). cuya clausura débil coincide con 
1040 ' (Y), se verifica lo correlación 


lim Û rus inem | REN pora toto gere dm 


w 


Еп Ja demostración de los teoremas del límite para los procesos 
aleatorios es cómodo emplear las condiciones de convergencia de 
distribuciones parciales 

"Teorema 4. Sea Ws una clase de conjuntos abiertos en A que, junto 
con dor conjuntos contiene, además, la suma de éstos y su intersección 
У que satisface las condiciones: 1) la G-clausura de Y, contlene todos los 
conjuntos abiertos; 2) todos los conjuntos de Gi son conjuntos de conti- 
muldal de la medida dada р. 

v, З рага una sucesión de medidas diblmente compota p, e cumple 


lim us (A)m И) para todo AC to aa 


entonces jin converge débilmente hacia i. 
Observación. En distintos espacios funcionales a título de clase 
1, so considera corriontemente Ta clase de todos los conjuntos cilín- 
ficos abiertos de continuidad de Ja medida límite, y. por lo tani 
loan Jas condiciones de convergencia de las distribuciones de 
initas. 
Jara la convergencia débil de las medidas tiene lugar también 
la convergencia de las integrales para clertes funciones discontinuos, 
En esto caso se hace uso de una circunstancia consistento en quo el 
conjunto de puntos de discontinuidad de una fención B-medible es 
conjunto 8 medible. 
Tema. Sí una sucesión de medidas jı, converge débilmente hacia py 
entonces 


Jim È шла» from ao 


pare toda Junción f Bemedible u east siempre continua y acotada 

48-14: Convergencia de Ins medidas en espacios vormodas Tin 
los, En los os ios normados lineales las condiciones para la convor- 
eis débil de as medidas puode formularse en forma de las condicio- 
dos сотун а para Ve formales retar papa 

supongamos т un espacio separible de Dam 

Les conne eal c funcionales islas on A tal que In og: 

mínima, ew de la cual resultan medibles todas las funciona- 
des LE E coincide con ®. 

Reime 5, бта битип de medidas un an U. В) сонне dt 
tlmenie hacia la medida u. cuando, p эйе Cando, er dibiimente com- 
pacia y ae verifen la correlación 


lim Û tein to (etes) para todo HEL. (140) 


48.2 Convergencia débil do las medidas 
un espacio de Hilbert 


15.1, Condiciones para las urionles caracteristicas. Aquí Y 
ыала de ЭР tatrodorcamos lc designacione para ciertas ILATE 

инал de IP Introduxcamos les designaciones para ciertas totali 
dades de operadores lineais өп E Tc те un conjunto de todos 105 


2 


operadores simétricos no negativos totalmente continuos, 5 es un 
conjunto de todos los operadores nucleares. 5, es un subconjunto del 
conjunto S compuesto. 


jos сауа бата no es mayor que a. 
Con in ayuda de los operadores de To sn dm um criterio cómodo 
de compacidad de los conjuntos de 17. 


Tema, Para todo operador А € To el conjunto (2:1 A-z | < 4} 
es ompaco: Para, too compacio К = ceinte ик operador A € Te 
fal que Кє (Arte I 

Ta compacidad débil de una familia de medidas en el espacio de 
Hilbert es equivalente a Ja continuidad (on cierto sentido) de una 
familia de funcionales caracteristicas de las medidas. 

Teorema 1. See Af una familia de medidas fíntias en Ox, (0, 
x € А es la functonal caracteristica de la madida п € М. Para qd el 
Conjunto M sea débilmente compacto es necesario у vafictente que: a) Xu (0) 
жеп acotados en totalidad para todo p € М: b) para todo ¢ > O y para 
Toda medida t € M se puedan indicar un operador B € Tc y un operador 
dps туерт: tales que Wo f (OV — Y (ONE ө, cuando 


bon 
ВЕЕ бан. Existe un ojomplo on el oual para la totalidad debi: 
Икс сүү кА SR аб, 
fondo. pa "боми medidas) tal que sea Re (х, (0) — y, (D) < e, 
Ба fa condición b) del teorema 1 se construyen los operadores 


que pueden ser ropresentados en la forma Cy DA. 
PE Te. Ay € ts Abajo o dan a conocer Tas coftlconer en 
tal reprosontatión es posiblo. 


cantada en i feme CRA, daas Be he AUC. m 
MeL m i rig e BE AIR I 
necesario que en cada base ortonormada (e la serie © 


Sp Cam У) (бе, е) 
=“ 


ant mirena тавай дг пу feto que are Т 
a 
Dira ella e. ws opaco de Ша de эрмин 
lineales de Hilbert—Schmidt (para los cuales Sp 44* < со) оп 
Ж con el producto escalar (А. B) = Sp AB* 
Lema 3. St B € Te, Ay € Тс, AR € Sy, entonces el conjunto de 
PEER A ы 


С, Compacto on St ys. егїне un operador B € Те tal que В-1С}В<\ € Sy. 
w ж 


18.2.2. Condiciones de compacidad de una familia de operadores. 
La condición más eficaz de compacidad de una familia de medidas se 
cnuncia en términos de la compacidad de los oparadores. 

Teorema 2. Para que una familie 92 de medidas finitas p en Y 
sea débilmente compacta, ee necesario y suficiente que: 

8) para todo e > 0 exteta tal C que 


и (21215 б)<се para toda p € M; 


M) para todo С 0 lat familia de operadores B dents por la 
тшй 


NE 
pico 
gen un conjunto compacto en tg. 


Ta condición М se puedo sustituir por la condición b): en alguna 
ven fai da тариа een) o 


PL " 


converge uniformemente respecto de p pera todo € > O 
üfolare 1. Supongamos que paca las medidas p € existen 
unos operadores de correlación 


Чы. no |. tnm 


.. En este caso, para la compacidad débil de una familia 


1 
de medidas y т solicita дов ol conjunto de өриздоне (АЙ ма 
шр у Spera cete С 2:9 ene quo lee SO) 


1 
= O con p € I cualquiera, entonces Ia compacidnd do (4g) on Sap 


e condición eeosaria para que a familia de medida IM sea db 
Mente compacta. 

Vorolarle 2. Supongamos que les operadores deti 
mediane la correlación тое 9 «==» 


esce f ena. 


En өйө caso, para que la familia 9 son débilmento compacta, os 


д el conjunto de operadores (88) ме 
и> Om 


cas x (e) [ # hun (дә) de las medidas py converjan hacia la funcional 
eoractertstca y, (9 de lo medida р para todos los 2 CA. 
um 


183. Teoremas del Кайе para los procesos 
aleatorios continuos 

183.1. Condiciones generales de convergencia de las distribucio» 
nes de funcionales. En esto párrafo se consideran los procesos altato- 
rins continuos con Ia probabilidad 4- 

Sea Тү, sy (Ж) un conjunto de funciones continuas x (0 defini 
das on ol Segmento [s. 5] que toman valores en cl espacio métrico 
separable completo А 

Tntroduzcamos on cl espacio Tyu, yy CU) таз métrica: 


т. у= sup 00200, 900). z 
(e. = tup Pir (Os 900) 


donde pz. y) os una distancia еп V. La métrica (3.1) transforma 
Fra, p) UC) en un espacio métrico separable completo 

Desiguomos mediante By, 4, (€) la e-£lgebra do todos los conjun- 
tos borelianos en 2i, s} (TY. Dicha e-lgebra coincide con la o-ilge- 
Ae inim ena qi Фида contenidos todos los conjuntos cilíndricos 


RO sa көш stc aii tem t £f i] con es 
vales у continuo cola probabiliand 1, Bn esto ola mealde 
Флора айка correspondiente al proceso aleatorio t (A, сий con- 
Entrada en el spacio medido (31. у (E). ® 11.00). Con dllo 
los valores do ln medida к on los conjuntos cilindros de Xy, y CU) 
29 deg mediante Jas distribuciones de dimensions fin dei Proce- 
Pii 
n termes del Поди pora, ponen aleatorios e supone. 

аЬ опне de dimensiones (nitas 


condiciones Jo compatidnd débil de las medidas s. п> б para lo 
аз 9 «l paolo 
D» el teorema 2 ex e p: 18 1. 

T, we [naa ешш culus poi dla pem 
&> бу que satisfaco la condición Ate = 0, Sea Ya ша compacto en d 
ета 1. Un conjunto de fence KIX. M que sutijeem lar 
опале а}, EU E Xs lace re i Ы pie ie 2 (i) ras 

кыс V > O, a comparto en ap wy (O. 

Pare todo compacto К, ет Tra, vy (0) pueden indicar un como 
Mese t a fede Ja Bb psc coma cerdo 
ES tna Llegue For X Ge d. qe renta at 

pongamos que En (s a S'O. ез ună sucesión de process а 
torios cuyas funciones шене partenccon al тергей ү y CY 
con la probabilidad 4 ү пу son lae medidas probabitisticas corezpon- 
lente a no procsses E. ا‎ 


E 


Lema 2, La convergencia dii de las medidos pn 
gx or te equivalente 2 la consrgenca de lar dlribucóne [ТЫ C] 
Tace Ta distribución f @, (I) pere toda funcional Y (3) Bo yy Comes 
ААА ТВ) y (94) que renes abajo determina 
a 
та compacidad débil de uña sucesión de medidas po, correspondientes 
a los procesos Menor Èn 05 
rera 1, румий que ler dune de dimensioner 
ltr eo price E ong doen de nene 
КААДА el Jide compo te para tadan of 
Шота 1, continuas en Тү, y CO). lar distribuciones 1 (Èn C 
Sees aia sois i GEI) e ect y mot ul pra ida 
VN e cumpia la correlación 
lim sup P | TES - . 
вар p mp „обуш, eu) O — 82 


Observación 1. Pa 


cualquier A > 0, en lugar de la condición 
verifique: 


dom |, зер өйи, 


>=. аз 


Observación 2. 
que so сит 
dalos que pora cualesquiera tı, t; € 
M Ip Gy (t). En (ra © # Ls ots 1*0. 64) 


Para diferentes tipos de procesos aleatorios continuos las condi- 
“tongo de convergencia de las funcional mo conemtign 

18.42, Proceso con incrementos Independientes. Para ls, proce. 
sos continuos con Incrementos Independientes XD nidos 
su el segmento le, М eon valores ea un espacio de 
¿ondiciones de convergencia de las funcionales те establocen tomando 
y consideración las siguiontes propiedades dels funciones muestra» 
ha: 


Jj РОЗ а>) 0. өз 


para todo є>0. Aqui, а=... б= 
= mir (hn — h) 


Teorema 2. 


m objeto de teda función q (2), continua 
т Tg sj CED атаа апе de magnitudes aleatorias е (by (1) 
onelan Rocla la dinribucign de la magnitud © (8e CN, es necesario 
Те quese cumplan las condicions 
A las distribuciones parciales de ler procesos E, (f) convergen hacta 
ә distribuciones parciales del proceso En (D: 
2) para todo e >0 
Hm Бе AS вл) 
Procesas de Márkov. Para los procesos continuos de Már- 
n2 0, definidos en el sogmento (а, 9] con valores en el 


425 


183. 
Rov E, (0) 


espacio métrico completo Y dotado de la métrica p y las abili- 
TE epu" le dl 


а, (h, e) = sup Py (liy я. e Yee ZE, 16 — 1e 4) 


doe RES ITE RS, 
gL ULL м ditribejenes parciales de le 
Areco Sal уэ, enter, para ro э беда ls datione 
parciales del proceso E, (f) y se cumplen para todo e > 0 las siguientes 
ання 

[E 

: es 
TIS ione 


dende аа оь B= mi n — + 


Entonces, para toda función q. continua en Ty) (0), lor. distri- 
биетте (i) C) convergen hacia I dutribució $ Che C) 
IG, Preces сый рөн» савана зуп Jan iua de тары. 


orias Independientes, Son E EAT 
sucesión de series de unas magnitudes aleatorias numéricas (ndepen- 
"entes en cada sri) quo satisfacen Inr condiciones 
мы-о, tei 
m r 
тыы, S baute [i 
& 


рокай 
РЫ 


EL 


incionos aleatorias E, (0 para t € 10, 11 mo- 


it 
dnb ¡Sar m Sra]. tE Tinte Panete 


DE 


tonces, Ë, (0 es una quebradi 
los puntos de um plano con coordenadas (fnn: Spi). 


TR condiciones con as cuales as distribuciones par- 
rocoses En (0 y as de Толетай do dichos procesos tan 
Sergen hacia las distribuci ales y hacia las de funcionales 
¡dientes del proceso de Wiener w (D. 
Гогена 4, Supongamos que las magnitudes aleatorias indepen 
dientas фы, con funelones de distribución Fay (2) votisfacen la condición 
(8/5) y la condición de 3 


ша S LLL (an 


para todo e > 0. 


Entonces, las distribuciones de dimensiones finitas de los procesos 
(0) determinados por la correlación (3.10), convergen hacia las distri 
ciones de dimensiones finitas del proceso de Wiener w (O y las distri 
huciones f (En CV) comengen hacia" la distribución } (o () para toda 
funcional | continuo en Eto 1) (0 


$ fı de magnitudes aleatorias indepon- 


dientes e Igualmente distribuidas rcon Мы =0 y Dire, а 
os mediante Qe () una "quebrada мено cuyos ее 
cuentan on los puntos (Ž-, 72, з). 

Teorema 5. Para toda funcional f, definida y continua en 
еы eant empre sepin la medida hav. corapondlenta al pres. 
AP опет e (D, las diiribuciones 1 n (3) convergen hacia lo distribu- 


n [фе (9) En particular, se verifican las siguientes correlaciones 
Hitos: 


Para las sumas S, 


таа! 


pare сай toda а. Para la función 9 (2). Iniegrabe mgún Riemann en 
cada intervalo finto, ۴ 


Те уяу Pl g 01< 01D 


(43) 


n 
ime (LX sen) <hr sema 
cualquiera que ve a, para las que 


sn 


184, Teoremas del mite para los procesos 
Sin 'aiscontinuidadot de segunda especie 


18.44. Métrica en ol espacio de funciones sin discontíouidades de 
segunda aperi Sea Do ¡y LES wn conjunto de funcione (D, dit 
idas on el segmonto |0, J| y que toman los valores de un espacio mé- 
Ves дын completo ЧО Sa, mitia gy que фен, Toa vlone 
iter e (och б) pera басс у т-с ума 5 
Como las (йене coincidanlee ба todos los puntos de discon- 
шашбай по э dilerencism. parece matara! far Re valoros de ley 
funcionas n Tos puntos de Зарана. 
ОТО, 2 = EHO, £0) = 26 —0. 


La magnitud р (z (t — 0). x (0) se denomina valor del salto de 
la función 7 (£) en el punto t. 

Designemos mediante A una totalidad de todas las funciones con- 
tinuas numéricas monótonas crecientes en el segmento 10; 1] con 
БАГЫ Û j ee decir, la aplicación continua y univoca de 


am 


л espacio Dyo, y, CU) se determina por 
la correlación 


NR зар, MAILS e) 


ja ders c y iiim Duy oec anhi. 
separable completo 
La forma goneral de los conjuntos compactos en Dyg, 4, (U) se 


(€ 9: 
Ac (z) = sup (mín [р (z (0), = (9), р (т (0. (e (Hs 
beC KILEO, à n nel, cd 
+ sup (p ( (O), 2 (i; 0 < £< C) + 
жр (а (0, 2O: Cure). 3 
Sean X, un compecto en E, y Jc, una función continua mont 
ton positiva eiii ur C > y qu аса fa condición Ayy 1s 0 
Wesen o Un conjunto de anie Kp (X 
EO EX, O< 
2 Ao S hos ма? > 


Mure aris Алыр red td 
XE e разова рете оа 

ЗА 
заема ушаш За pre Т ча doliis dude 
pecie. Para que con ida Tenor. definida en Dig y ү ти 
Sica en la mitten тр. ln билинии | (e (Л, cdta hara la 
[еее Je CO O сетте dade 


Jis P(Ac Ea C»). вз 


cualquiera que ма e > 
quiera que 


ción. Tor do la condición (4.9) as miento quem 
cumpla is sigun OB эй ales qu 
Шел, Cll y para ode ку 1 е veia a desigualdad 


M [p @ (f), En (f) p En (6), En (GP < F (ta — t) 
1843. Teorema del límite para los procesos de Márkov. Sea 
no, DE LE m a30, una cesión de process de Маат defi 
ls en el segmento 10, 1] cuyas funciones muestrales portenocen al 
espacio Dro (4) coi la probabilidad 1. Designaremos mediante 
Put de A), Tas! probabilidades de paso para el procos E (0 o in- 
ario? V, (e) = (9 = p (z, ) > e) pera e > O. 


(44) 


3. Supongamos que las distribuciones parciales de tos 
procesos de Markov En (9 convergen, para n-— o, hacia las distribuciones 
parcial de & (0 y para lodo € > U se cumple la condición 
fim Иш вар {М.а Ve ENET, 0er — te o0. 4 
Entonces, para toda funcional f, continua en Dy, sj (2), las distribu- 
clones f (s ()) convergen hacia la distribución | 
"as procesos con Incrementos independ 


"Teorema 4. Sea b, (0, n> O, una sucesión de procesos con (nere 
mientos independientes definidos en (0, 1) cuyas funciones muestrales 
pertenecen а Dig, y) CU) eon la probabilidad 1. St lar Gisiribuciones 
parelales del proceso En (0) convergen hacia las distribuciones parciales 
del proces Bo (0 y para (odo e > O se cumple la condición 
Ta LI En (I > 600, (4. 
Jm FE шр P Uta (OE (I > 6) вө 

entonces, para toda funcional f, continua en Dyo, ү (A), las distribucio- 
me (conocen haeta la distribución | 

'Obtervación. К, los teoremas 2—4 os sullclanio exigir que la 
funcional 7 sea medible y cast continua, siendo па la medida. 
quo corresponde al proceso aleatorio Ea (0. 


Capitulo 19 
ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCÁSTICAS 


proceso 
uda en el concopto de operador característico se 
du el p, 451 Demos а concer otra definición quee Gl para eso 
РЕ de difusión no homogéneo y que sólo eplea la noción 

El Prob bilidad, de paso. 
la обы de subconjunto horehans de un espacio evi 
deo nal Re. La емма Par ы Th беге, 
БЕН PER, so denomina probabilidad de paso, sl están cumplidas 


os conil 
р А Гу es una función B-medible respecto de z con 
4, 6, P fijados; 
D) P f T) es uua medida probabllistica en ® para s, z, £ 
буф (йо wire que P £, mmy 
у, жаш Sth <, ER y TEB que 
cumplida la correlati 


Penta f Po, 


Jamada ecuación de Chapman > Kol 
Diremos que se ha dado un proceso do Nárkov cu ampli sentido 
on valores en Am, si сөй definida la probabilidad de pea (21, T). 
Definicion 1. Un de Mårkov en amplio sentido con valo- 
ses en Rm en ol intervalo de tiempo [0, T] lleva el nombre de proceso 
de difusión. si se cumplen las siguientes condiciones 
1) para todo + > 0 y cualesquiera {€ (û, TI y + € em 


Hm | Pura 


TULIT 


dx lj. 
gue ш fln a) con iler en Ич y un operador 
pineal trio del inido de modo no negativo b (з, z), que 


is o, leo que pars SA ERU УТЕ 
(y—2) P (ts t+ bt, dr) ma t i 
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tualquiera que sea 6 € Ат. Aquí, ) es un producto escalar en Am, 
Tr er ua Алаш, 00, р anida y v a condición 
аы Шайыр кыйы E XE p E уша йо 
DO у айкын Do dim de e 
BIDTO WI cae 
MEC E aro rb 
yir Moe н 
[UE E E d'i taa ГР yoh cis 
банн 8 поре AE КАГЫ 
a ieren EP 
E el cual se realfza la difusión, en tanto quo 
xix e CES RC 
Ego pace 
Ff acd 


B (t, 1 at, 2) es nula, y 

on una dirección arbitraria Ө € Rm tiono por oxi 13 x 
ЖР, ЗВ, O) м. El vector аб a) Teva al nombre de vector de 
ый y el operador 0 (a 2) operador do difsión. Em el caso nidie 
уюно ésto se Llama ойне, de Wrasiado y difusión, терас 


ii 

i 

в 
i 

| 


(0. 5) em esta baso. 

proceso de difusión para el cual las fun- 
8) у b. 29 som continuas y la función continua acotada 
rer reales es tal que la fe 


sane | Penn) 
^ 
ds dos нез continuamente derivable respecto dez. En ete con, la función 
Ae, sj er derivable respecto de vy satisface la ecuación y 


an 


ES 
a ; 


LED 


función G (s z, t. y) es sulicientemente suave, como fun- 
Аргунова: misse 1a ошак normal de Kelmegirov. 
Mamada también ecuación de Fokker —Plandk. 
teorema 2. Si para un procesa de difusión las correlaciones limi- 
tes en la definición { se cumplen uniformemente respecto de z E NM 
y existen las derivadas continuas. 
CIAO 
ayi 


a 
T (t sz te 
3uay (eC (o, rt. 


ТА 


entonces la función С (8. z, f, y) para todos los (t, 9 C (s, DIXAN 
satisface la seuación 


Lad A 
ar T. 


[n 


$a 
=F утен. вв. 
a 0и 


att Леа nd орды o puede арыт 1 Moria à 

n Y al өни иш ede emplear I teoria de c 

tiones diferncinles en derivadas parciales d 1 
чао огу т contrals р 

a contracción inmediata de us trayectorias de ale 

idad de solutiones de Js ecuaciones diferenciales osto- 


OSEE NE DO 
Negro EE E 
O ed cmt minced atis 
a (t, (0) At + o (t, E (0) Go (t + AD — w (0), 
PER op A m PN ER 
iniret am Sis fl 
EX rer Ep 
dr EL 
ECTS 
E (c a0 — E (0 m e(t, E(0) at + вй, 8 (4) (o (1 + М) — 
= 00). 

Es natural а а las diferonciales obtendremc 
аа oTt e tu tre tu 
Es 

d (N) = a (f, & (0) dt + e (t, Ъ () dv (0. 

Sii so а d ыша ша itl na v 

ад 


А н 
saei f ezone [omitir 
: è 
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eran MIR 
fenes m Muda a a 
ire e ы рер шры ен 
hacer notar que un proceso de Wiener tiene, con la probabilidad £, 
СОС Ас ЕС ЛЕСА 
Коры Ee EE 

OEC C p cse 
Bard EE dates 

АЕБ. ы кы 
pa D m ы Mim te NS 
PE T EI 

аср 


e 
lím ТЕ 
dim sl luzio P (¢, з, 1484, dy) 


жєн", 1610, 


СОСЕТ 
ona 4) uo оўгон an d, falê leds 
icon delito de modo no negativo y 
Para cualesquiera Гу т quedan тарар as 
lo, Tb 


Hy [orar 


Jy 3F Û Uz PP Gr, Fat, A= 0G, 20,0, Oe 
^ 


192. Intogralos estocásticas ortondidas. 
al proceso de Wiener 


19.2.1. Definición de la integral estocóstica extendida a un proceso 
de Wiener unidimensional. Delinamos primero la integral estocástica 
H 
j 1950 


jara el саво en que w (1) es 


0 ed un topado roues fo, B. P) ead duis 
peas (Qe e ОР T] и dec, la eia do oc 
aria ишы: сыш i hae tt qui Bm. 


o 


10, FI un espacio do las funciones aloa- 
ores en Ht, delinidas en 10, 7) y do tal 


medible para todo ¢ € [0, 
*) — 010 no depende 


torias / (9 = 7 (i, u) con val 
índole, que para todo £ € [U, 7] la magnitud aleatoria / (i os Simo- 
М (en osto caso diremos que el proceso /(1) estê subordinado al 
flujo do a-álgobras (3, t € 0, TI) y, con la probabilidad 1, es finita 


icono өз 


la integral 
ы т 


jos 


Teorema 1. A todo proceso (f (0, £ E10, 71) del expaeto Hs (0, 7| 
de le puede poner en correspondencia una magnitud aleatoria ЇЇ U), 
que está definida en el espacio (0, Y) y posee las siguientes propiedades: 

4) st fia fa € Ha lO, T], y a, y пу son unes constantes arbitrarias, 
entonces 


IE fiel 
2) sb qu ty) ( 66 el indicador del segmento Lt tal, entonces 


JE, emi (i 
T 


3) мено тим Í PAS co, entonces 
r 
MIU) 0, M (P рем | Pd, 


4) gelesen e sean f EG O, T] y lat constanter C> O 
y N> Ù, tiene lugar la 


ниго pou н}++т. 


Delinieión 1. La magnitud aleatoria JẸ (J) se denomina integral 
estocástica de la función f (1) extendida а un proceso de Wiener y se 
designa. * 


mu Jr 


memos la жу J E Ha 10, T] escalonada, 
or pet, ПЕ padis dolos psi = 

т оаа нараас 
Бань que HS fide d 


existo tal par- 


i 1020-3 1) le (tug) 9 (el 


3 s reos har 2, ..., es una sucesión de funcio- 
nos esca Бы [E 


EE мгр), 


E 


donde / (0 es una función de #410, TI, entonces, de acuerdo con la 
бей 4) 


ZI 


A 
eet] Ms (0— i (OP dioe pe) 


de donde se deduce que la sucesión de magaítudes aleatorias 
т 


j 100 


es fondamental 


el sentido de convergencia ea probabilidad. 1 


limite de esta aucosión es precisamente la integral j О 
А 
Ша el caso өп que / € H,i0,T] y M | (44< 00, existe una 


sucesión do funciones escalonadas / (D€ Hs 10,7] tales que 
1 


] и.о (OI dto. 


Do la propiedad 3) ae desprende la igualdad 


[roo j rose) cita 
—— —C مھ‎ 


ез fundamental en el sentido de convergeucia en media cuadrática y, 
consecuentemente, en este caso 


r £ 
[oro ш} коео. 


Sî el proceso / € M 10, T] es continuo con la probabilidad f, 
entonces 


А - 
j 1 س( عد‎ i, rated ال‎ 
و‎ 


donde б= << 


Кеме, Ге 
ase 45 


19.2.2. Estimaciones para los momentos, Para estimar los momon- 
tos de las integrales ostocásticas resulte útil el siguiente teorema. 
Teorema 2. St / € IL, (0, T] y para cierto p > 0 


м ü mopa)” <æ. 


se verifican las desigualdades: 
т т 


MILL 240 (j ronan)”, 


“>w n E 
v |j roseo ennt f mora)”, 


enden de p. 
амы P 


1 т 
м | пойи [ama entonces 


: 1 1 
м {оао | ОЕТ 


i 
Integral estuísica como, función del limite supero, 
410. T] y 04, < T hagamos 


19 0 


f Хаа 1 (0) de (0). 
dondo x,y) (0 өз el ÓN 
Se puede mostrar que si /Є2,10,7) y DLL 
entonces. е 
x (j 10400054) =e: 


x WINE (оваа 


donde 0< 4< 4& T. 
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Examinemos el proceso 
nd in аә), 1610.7), 


donde / € H, [0, Т] Con todo £ este proceso está definido sólo pare 
casi todos los о, es decir, con la exactitud salvo la equivalencia 

ica. Consideratemos, que entre todos los procesos Ld 
cásticos equivalontes, a título Lj Л, (f) está elogido el proceso ta- 
Ме. E elo caso, podemos demosteir que el prozeso [ANDE EUN "m 
© йш con prada y tione loger i 


PG окоро ново) 
з лє, т y инва, entonces el proceso 


Usa Pos [o TI presenta га st una martial continua con 
Жыйыр legea бозара ца e determi por la Formala 


e | "б. 


as desigualdades: 


» | [mede de [oos 
t т 


LEN ILL <u Û non 


— T 
ЖАЛЖАЛ КН ЛДЫ 
Sentado para сидек 0 h = © Jen la fora 


bosco 
4 


теа Ty i roo ds bitte lg d d 
iris Gc redo: Тг E qe ксн 


E 


в, 


ч оа) 


велеа کے فت‎ н Ms 
ча оиса Ое Ие 99 А 


4ш = a (9) dt + b (0 de (o, 


Es evidente que si t (0 y E, (t son dos procesos con diferenciales. 
estocásticas, y a, y а, son constantes arbitrarias, entoneos 
ао (0 + aata (0) = d (0 + ан, (0. 
оз decir, la operación de derivación es lineal. Demos а conocor abora 
ln fórmula de derivación de un producto de dos procesos y también 
la de derivación de una función compuesta 
n, aetema 3. Si lor procos Cy (Û y Ea (D tenen las dtferencialer 
dt, (0 = a, (9 dt + һб dv (0; 
aks (0 = а, (0 dt + ba (0 dv (0. 
el proceso E, (9 E, (0, también tiene diferencial estocástia y 
ЫЙ ай T fe ts hU eo dt 
orem 4. $1 el proceso E (0 tiene la diferencial estosática 
dk (Y = a (0 dt + b (0) do (0, 
mua, de valores reales | (t, a), t £10, T], x € Re, tiene 
derivadas con! t, 2). fa (t, у faz (t. 2). entonces el proceso 
Fl. ELO) también tiene dijerencial estocástica y 


СОАТ 
e f EM] act; ts de (0. 


y la función 


La últuna fórmula Пока el nombre de fórmula de Ito. Supongamos aho- 
Tiu dos procesos b U), Ba (0), ==> Г) tomen diferenciales osto- 
lO (0 dt + by (0 de (0, 14,2, de 


la función continua real /( sp cs nde CENO, Th, mes 
E AE 


л 


En esto enso, el proceso (4 
Чоппа echada, eon 1 


AO El m [RE ТИ 
i 


ГАЕТЕН 


DURS 


A Es (0) también tle 
‘con la particularidad dé que 


ES 


A TOS 
а 
ч 
+т 3 ГРА 


монов | ae 


ЕА 


1 
+. 
а 


Esta fórmula también Ilova el nombro de Ito. 
әз 


Emmo. Haciendo f (8) = 29, de la fórmula de Ito obte- 
nemos Ta Correlación 
P 
{ Т. 
9:35. емма de memento, Deliemoe, las fundus, 
fz), t> 0, ER, n= 0, 1, 2,...‚ don 
os de Hermite: 


pon eto dpt. ов t 


sa E 
Te (oe (7 ep (7) Fr eo (5). 
Escribamos, como ejemplo, las cinco primeras funciones O, (t, 2): 
9001, бф. а) =з, 00,0) еи 
Gr) mS Me бу, 2) = zi бам зА, 

La afirmación que sigue es uo corolario de la fórmula de Ito. 


"Teorema 5. St] € Hs lO, T] y pora lerto n natural se cumple la 
А 


м (rma) <. 
entonces, para cualesquiera y P realas, et rore 
1 1 
{в («+ mnt | raet) м}, сют, 
o 


es una martingala y, en particular, 


(а, 6). 


А A 
wen (a+ moann j тозо) 
De ене teorema se deduce (cuando п = 1) que a condición de que 
т ә 
мева) 
ol proceso 2^ 
(frma, м). temm 


ез una martingala (quizás, sin el segundo raomento) y, en particular, 
Son osta condición «e verifica. 


1 
м | 1de (=0. 
è 
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Como corolario de esta afirmación se obtiene, sin dificultad algu- 
та, la siguiente propiedad del de Wiener. 

s un momento de Markov respecto del proceso do Wiener 
фе (0, E 0), entonces, a condición de que Mri =e es, se verifica 
A lint MEE, uet о с Sempre a, пе: o muestra 
el ejemplo de un momento de Мангу v, = i£ (2: w (0 > 1), para 
SL cual w (v) = 1 у. por llo, Ме (2) [aud pu 

e para jodo v € (0, 1/2) se tione МҮШ 
к: ^de Wiener 
tan dades en cierto o espacio зер таа ua fije 


de o: lo, Т) y procesos de Wiener айели 
ples v independientes estre a? wi {д wa (0, ш tales gu 
SI 0 Y todos ellos estin. subordinados al fluo о 
тыр T mientras que Js incrementos ва (e 9 кА [9 
S0 f 1, ж m, no dependen de la о-га. Desipnenos 
medi мой ЧЇ procesa do Wiener n-dimensional (o! (D) чә (D, . 
‘Supongamos ahora j. £ € [0 Т, os un proceso aleatorio d 
valoros matric pales Тышы de i maei 2o designarán 
бшнш "ty УЙЕ Mho, ТЇ. Bais ii е a sn 
Cualesquiera ica a 
Ша rede 2 Bu е еН 


Igehras 


{f mmn e i 


e gm teme 


Dejamos intacta la designación Ha 10. 7] paro la totalidad de matri- 
ces f (0, cuyos elementos satisfacon Ios condiciones mencionadas. SÍ 
LA e ona matriz de orden 1 т. cutonces con f? (1) ae design 


el olem 
Та sigu 


sworo- Y PULL 


particular, sí £= f entonces / (0 es 
AP 0). «+. I^ (0). En este caso 


Spit (t Ihi) 3 qa e | ron. 
A 


vector de coordenadas. 


Dofinamos ahora, 


Para / € Hs 0, TI, la integral estocíatica 
[ооа 
como un vector aleatorio de coordenadas 


"E 
à [maso aed, issu 
p 
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Si 1 = 4, osto será una magnitud aleatoria escalar 
ят 
2 | rowo, 
Ai 

ln que designaremos también 


т 
f чш, деш). 


лещ O =н, 2; т son las coordenadas de. vector / 
Tudiquenios las sigui jes de las integrales 
leas oxteadidas a un proceso de multidimensional. 
1) La integral estocástica representa en sí una función lineal dol 
proceso f (0. 2 


БЕШ АЛ и одот entonces. 


т 1 А 
«ровон u| [1000 Pu onera. 
* 


DS son dos procesos matriciales de orden 1 X m 
se macia Wto P, жашы 


~j SPU? (Mat < co, 
entonces 
А А т 
м( | дев), | E =} Sp ee ш). 
En particular, cuando 1=4, 
т 1 H 
o vo seon jue a Jo] ema 


siempre que la magnitud en el miembro de esta igualdad es 
finita. Cuando / ы S ed > 


ч 09. dec] 


{чө "а. 


4) La modificación separable del proceso 
1 
f Fadet). tE, Th 


ropresenta en Lülmensiosal continpo, cualquiera que ses 
us ме arbitraria (no aleatorio) del espacio 


Mer 


t= (0, (того), 
o 


tondremos la desigualdad 
ET 
gp, >< [оо (09, ш>}, 


rbitrarlas.. 


onde N у C son constantes positivas 
1 1 de ut obtenemos 


H H 


"авв j “e ора) потат). 


т 
5) Si лел, 7) y a aras, el proceso 


И ш м). етть 


con cuadrado integrable. 


grá una martingala continua dimensie 
proceso de valores matricia- 
legra) 


Característica, que representa en sí 
de orden 1 X 1, se determina por. 


| өтө. (Elo TI. 
Además, para 0 € Rt arbitrario se cumplen las desigualdades 


т 
1 " 
зш, bo >ON | ов, Mat 


H 
мр "ам f аша, 9а, 


donde Es (0 está definido en la propiedad 4). 
p 


En portieular, cuando 1= 1, la caracteristica de la martingala 
je de). 160, Т), 
es Igual a 
| леу тта, 1610, TL. 
0) Si [€ #10, T] y para cierto p>0 


Е 


entonces se verifican las desigualdades: 


: 
СЕТЕК 
— 


m| { nane e sn (зоон), 


uri re Ay y Bp son constantes que sólo deponden de 
dese tano зз ори decos 
ME IE Rp pas 20 con 
Emm s jenes [ons 
dede dia ا‎ cl RT 
Mig dormi ume tue Dra 
PURO E TELE n TT 
(Bu A my 2 int bles con la prol 


Bn este aco e proceso 
К pA s E due Ыы 


daê (9 = e (0 dt + b (0 de (0. 


el proceso È (n) tiono la diferencial eetocástica citada y la fun- 
ontinua j (t, =), Є 10, TI, z € А, tiene deri 


[LER 


=, 


entonces el proceso / (t, E(0), £ € 10, Т] también tiene diferencial 
estocástica y 


шо. topo [ri s treten. fs соу 


HF SPOD лый, t) Jet af физ. өдө, 
donde /;, os un vector de coordenadas fg. fys, 


que fi es una matriz con elementos F, j, 1, jmd. 


La (паша 
desarrollada. se esc 


mientras 


ш. о tmt У «ного. со 
^ 
П 
AN ККЕ vn Jas 
аа 


B y 3 Jos E00) 99 (0 do (0. 
I 


icuaciores diferenciales estocásticas 
los procesos continuos 


case Teens de een у unicidad de Ia luin, Son 
med л” probabilístico (O, 9, Р) con el flojo de o-álgobras 
"n de Wiener m-dimensional Re tot (0 Ж 
к ка йш е (O) para iodo SENO, Fi, aped 
тен o (nre 0 SEE E. ores 


IUS 
Sym vila aleatorio Verts emo ad 
is Sir t no dependen del 


er my P (E 
dad de todos Ios oj 
upone que «(& z) y o ( 3) son bles en. totalidad de las vic 
5 ылын la cesación he estoctica 
di() = a (f, Ê (0) de + ай, EG) de (4 G4 


con la condición iniciat 


EO = te 
ss 


Esta ecuación puede ser escrita en la forma integral 


ioc] a ier] et El) 4209, tel, TI. 


Aquí, £ (0 es ol proceso buscado. Demos a conocer la definición oxacta 
БАЗ ee closer de ecuación GA) 
Delinición 1. Se Ilama solución de la ecuación (3.1) con la condi- 
cign nein E O) = Ba un praem. molimensonal (È 0. £ E10, T 
чыл 
j рага todo t€ O, TI E (0 er Бете, 
Ss t OS e a „ 
te 0, Z1) son abvolutamente integrable en el segmento (0, T] con la 
p 


S) leder los elemento dei proceso такташ (a (t, E (0); ¢ € 0, Т} 
von de фен togae on d mamento [o T] on ia probabilidad Y 

db ai praece V C tena ditreral анайни con ld particularidad 
de que GEY a (er S (ш + о, E (0) do CO y E COS = bo. 

a d ser notado que өп sl cato on que 9 (i. 2) as 0, a Souación 

(aie алый op ana usen diente ordinaria on condición 

T aloatoria: Lal ecuación so pueda resolver para lodo ш mediante 
los medios corrientes 

Dotinición 2. Se dice que la ecuación (31) tene una sola solución, 
и pavo ctiasquiera dos de us soluciones Ea (0 у by (0 queda cumplida la 
condición 


TS 


Abajo viene el teorema de existencia y unicidad do la solución 
de la ecuación (3.1). 

"Teorema 1. Supongamos que los coeficientes de la reuación (3.1) 
satisfacen las condiciones: 

A) para cualesquiera 1 € [0, T], z € RM, se cumple la denigualdag 


lati, 2) P100 а PK Inn. 


D onu N, 

ÍA (р 2) юп os elementon de а matris {а}, аи 
“айне una constante ме con | 2 | Ro 

Ue Ёге, тїзє cumple la agudo x 


lah a) —a( +190, 2 —o( e Car — I 


donde K es una constante, | a (t, 2) i* 


caso existe una única solución continua (0, ¢ € (0, Tl, 


En este 

de la ecuación (3.1). 
Observación f. Sean dadas las funciones a (0, s) 01 (0, z), 
4, 2, que satisfacen las condiciones del teorema 1 y son talos que 


jus de j siendo Т E ЕЕ САН 
ades, ay G, 2) = aa (6 а Y on G D = EN mos 
medianto Ey (D, 1 = 1, 2 la solución de la ecuación Mi 


dig (0 = вй. Ea) (0) dt + о, б, Be (9) de (O) 
“s 


con una misma condición inical Ej (0) = Eo 1=1, 2, Hagamos 
à continuación 
=mi (ROIS А), (4,2, 
con la particularidad de que, si el conjunto dentro de las llaves es 
ací, suponemos w = Т. En osto caso se puede mosirar qui 
m= w-iy 


тзв hO 


0. 


RAISO: 


Esta propiedad de las soluciones de la ecuación (3.1) caracteriza la 
Mamada dependencia local en que se encuentran la solución y los 
coeficientes de la ecuación. 
Observación 2. En las condiciones del teorema £ la solución 
E po ecuación (3-1) os medible para todo CD. T) зоред d la 
Sc&lgebra minima de los sucesos, engendrada por 61 vector aleatorio 
ko y por los valores del proceso w (8) cuando s f. Esto se deduce de 
solución do la ecuación (3.1) puede ser obtenida por el método 
roximaciones sucesivas. 
lo sucesivo veremos que existen soluciones de la ecuación (3.4) 
que no poseen osta ! 
Observación 3. Si están cumplidas las condiciones del teoruma 4 
y para cierto p entero, M [ts l^? < o, entonces la solución de la 
ecuación (3.1) cou la condición inicial E, satislace las condiciones: 


MIE) Pc Kp (14 MI 1%), (CIO, 7); 
MIE — b >» KS + MI Eo Pro, (610 TI. 
dondo Ку, Kj st consintas que йо dependen dep, X y Т. 
19275, Solución como um "e difusion. ka las condicio- 
БОЛАТ 


nas dei eorema 1 la solución ҮР фк ecuación ($) 
o la propiedad de МАО res iuo de "очот 
КЛ en 


"Esto арака "salesquiera Û < raras T 
f ode, 8 К орна "e entrante bolas dal 
spacio fi, con la probabilidad 1 se cumple la correlación 
P (E() € PIG = P (E (4 € EG). 
De cate modo, el proceso £ (0, Є [0, 7] es una función aleatoria de 
Еш А АШИ is 
PO = PREN, ге. 


La probabilidad do paso P (s, s, t, T) de la función aleatoris 
а МОРОН Coe Te Н i ta 


Pss tT) P( (OCT) OKIEN ER”, TED 
dondo Ery () es la solución de la ecuación. 


" n 


apuro | atr, etae ot hende n. a 


Aquí, es un vector по aleatorio de £^, t€, Т. 
p 


El teorema que sigue muestra que la solución de la ecuación (94 
корша on i Baja сагыз condicione. un proceso de io d 
та E К-ТЕ сү S] y (i sad: 
acen las eodera ی‎ 1g vie, atm, bon Cortina cu ia 
fasad da fr serata hn que case, el улкеш Elo, ГЄ, Tl queer 
н de e rroición (1) c um Prae de fein don Н elo 
de traslado à (os yla malia da нае 2) o ea) e (t 
"at рше, la Moria de ecvacnes diferenciales бива цаа 
la oportunidad de costra os pocos dp dle haciendo su 
quies bastanta plas espec de e coeno a (oa) 3 8 ( S), 
in ай al exigir йз da lee funcion 
Y (asl se pie densa la riti de do derivadas ci 
жө. sm Ms). 0267, sem, 
respeto de s y, de eto modo, obtaser ma ecuación inversa de Kole 
Шоу are nayet premo ез vi 
eren i dapes que le иде e (e m у Gm 
ЕЕ ema de condo da Асн 
amende diio rape dan. SESE tod qu p 
O GO queda tampida ia detenta 


х дшар. $ |да, з) 
+ + 
ше AREE 

дейи, e ETH 
* E me A 


En ette cato, n | (a), Є R™, es una función de valores reales dot 
vera continuamente ere, pori а ual 


eie Ж [ue 3 [жек statism em 
“ч 


entonces la función 
up м lO) OIL ET, ERM, 
donde ux (1) es la sotución de la ecuación (3-2), satisface la ecuación 


ар D ear A „у 
КУ) 


«п el dominio s € (Û, û, 2 € RP y 


Bouts а 


condición de jrontera 
ө. 
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Como corolario de esto Veorema interviene el siguiente teorema 
existencia y unicidad de la solución del problema de Cauchy para 
las ocuaciones en derivadas parciales del tipo parabólico. 

Teorema 4. Ses dado en el dominio O e< T, 2 CIUS un 
operador diferencial 


+ شو د al‏ 


ETE 


HET] 
+D wein 


del tipo parabólico (esto significa que para todo s € 10, T), x € RM, 
queda cumplida la desigualdad Ў, Ыз, 2908020, cualenulera 


n 
que sean los números reales 01, dl, Si la matris b (t з) con 
elementos bii (t, a), b, jmd. 2,0, m. er tal que (0з) = 

(t, =) (о (1, 3), y lar funciones a (t, z) у a (f, 2) satisfacen lat 
condiciones del teorema 3, entonces el problema de Cauchy 


quo as 
[E 


Hene una sola solución para cualquier función dos veces continuamente 
derivable f (z) tal que la propia función y todas sus derivadas parciales 
hasta el segundo orden inclusive crecen en el unfiniio no más rápido que 
cierta potencia de | z |. En este caso, la solución u (, 2) del problema de 
Cauchy citado puede ter escrita en la forma. 


“ш, 2) m MES (D). Orem Т. зел", 


donde ба, (0), £ € le, Tl, es la solución de la ecuación (3.2). 
D enunciado señala que al estudiar las ecuaciones un 
derivadas parciales del tipo parabólico puede emplearse con éxito la 
"aoría de ecuaciones diferenciales icas. Una observació 
ЧИ marego al hecho de que фа el teorema & no ao pronupono la regul 
lo la matriz b (f, 2), lo que constituye una ventaja esencia 
os métodos basados en ja teoría de ecuaciones diferenciales oetoci 


19:33. Eouciones ara ls озая caracteristicas do funciona: 
[X ê r LE 2) "a soci de la ecuación (31). Connie 
Е 


1 
pe щй, 


dondo g фу, z), 1 €l0, TÎ, s € RM, es una función con 
do que h G ej ТЕ ое TT eg ЖЕ, es ema бов тата valores 
matriciales de orden РХ m. Las distribuciones de 


448 


mencionadas quedarán determinadas, si hallamos la función 


аем D) exp (1 (2 [m + 


т 

(0, {эк ано), 
donde Oe < T, гє RP A, OERI, tey (0 es la solución de la ceun- 
ción (9:1. у 1l ЖЕ А", Ciria función real. 


So punde mostrar que si los eoeticientes de la ecuación (3.1) y lw 
función (8) satifocen Jas condiciones del teorema 3, mientras que 
las funciones g (i, 2) Y A (f, y) зоп dos veces continuamente derivables 
поро do'z, eon la particularidad de que para сөзу >> ûy K Û 
Ex 


rn 
23 
[m 
"n ж ou 
y рам. a ШЖ 

+ 23,21 rey) [+22] Sete reete m, 


оморе», la función u (s. 2) vu el dominio O < s < T, z € Ат, satis 
Taco la “ecuación 


uu. eX oe ЕЕ 


А 
343 E Sang, ло 
RUE 
] 1 
ut a[i Ae 9-1 Xo, а] 0, 
= A 


donde 


Doro, zonis з}, p kmt, 2, oaas т 


=“ 
о, э-не ELA 


Lr 


к, do Ў оо, laris Jm Keh, B oosa 
A 


20-0 E 


A esta ecuación se lo puedo añadir la condición inicial 
lima (o 22—00). 


La ecuación рага la función а (s, =) puede ser escrita de forma más 
Drove: 


E o a a 


£ Зу Spt le, 2o? (а, a) ua e 


"to (s, з) Ае (s, 2)0, uz (s, z)-H-u( 2) х 
[ив amb une аен], 


+ 


donde ui es un vector do coordenadas na, kei, 2,.... m, шы 


r ms mir 


49.3.4. Planteamiento del problema desde el punto de vista do las 
martiagalas. La condición de Lipschitz eu el teorema 1 es demasiado 
rigurosa. Muchos problemas llevan а la necesidad de considerat ocun- 
clones diferenciales petocásticas cuyos cosfieientes по satisfacen dicha 
condición Con sato motivo rema ds cómodo ampliar algo Ja propia 
noción de solución de una ecuación diferencial estocástica, n sabre, s0 

шдеп considerar dados solamente los coeficientes do la ecuación. 
requiero construir un espacio probabilistico y definir on ésto un 
proceso de Wienee  (] y un proceso E (0 de una manera tal que ostos 
тооз sean entenlazados por la scuación (3-1) con os утоа 
‘Por supuesto, en esa caos necesario que a olga minima 
gonorada por los valores (0 para * с 1 y los incremontos 
СЕК) V5 Unas авас 
hora, i E (0 es una solución de la ecuación (3.4) con la condición 
inicial Ey” entonces, evidentemento, el proceso 
n 


+0-ь-{ el Nar 


sorá una martingala continua con cuadrado integrablo cuya caracte- 
С] 


4 
і эө, ds, 


donde d(e, s) = q (s, 3) e* (e. 3). Y, viceversa, si ol proceso (0 
posee estas рери ides, entonces, al ampliar algo (si esto es necesa- 
rio) el espaci Sq pe во puede construir el proceso de Wioner 
e ado que os tst ОУУ ligados m: 
"Ai pues, р formular el problema del modo siguiente: 
enalisquiela s € (0, ZI y z € Am co han dado un vector e (n 2) € 
PR ушш matriz Бао обода, de uo modo no поро $ (r S 


т; se requiere construir en cierto io probabilístico. 
proceso { (д de una manera tal que el proceso 


" 
soto je Eide, 160, Th 
ма ona martingala continua coa cuadrado intograblo y caracteristica 


j^ ena 


Mía ao. puesto quel precio buscado E (coniun. 
Set peciit Bi incido eon 


REN 
DN 


nuas definidas on (O, 7] con valores en A y soa 
ubconjuntis de И e la que vein contenidos todos los cond 
tos dot tipe dz (0) ЄТ тее d donde Ue t< Т, T es un sub- 
Para eC 1] y 2 € RA уиде so reno construit en el 
g mediblo (Q, (P) una medida probabilística P, do un modo 


КОЛЫН 
HU 


ss Û б. Me, reln т 


es una martingala respocto de (Bf, Pug) con cuadrado intagrable 
suya característica so determina mediante la fórmula 


| м sonan 


Las condiciones suficientemente amplias do existencia y unicidad 

da i nein e des en ul arma alles, : 
"Teorema 8. Se em el “enunciado arriba los funciones 

alha) y o (t з), ЄМ, Т, 2 ER”, satisfacen las condiciones: 


„ as 


А) b (t э) es continua en totalidad de las variables y para una cont 
sane e SÛ 2 Cumple ia арнада ss 
00.29, «cir 
siendo t €10, Fl, s, D ERP cualesquiera; 

VERS e 
риле, detal, a desir, @@, эу, 0) > 0, cualesquiera que 
Ў ej æ medible y acotado, 
entonar, Cuscuera que sean Co, 7] y z€ RR, eriste una ines 
medido probablilstica P2; * en el espacio (0, GÊ) que satifaee lat co 


dielones 1) y 2). En este caso, el proceso (z (0, i, Р}; ©) es de Markov. 
De conformidad con este teorema, el proceso 


t 
tomos- amaan teln Th 


miners г si шә peritis con suadendo мны sapete 44 
Sulo do a-álgobras Rf, t € ls T) y a medida PE: ®. S1 n (0, € le, Th 
AV process de valaria айне (de orden ¢ x) qui сй subord 
nado а] flujo de c-élgebras Gf, ¢ € ls, T] y quo satisfaco la condición 


rl j SIMIL жий ч" (do jt. 


it с analogía con el método usado para hallar las integrales. 
a citra ы proceso de Wiener. podemos енота 


Integral ostocíati 


z 
Joao 


Si, además, 
H 
мє» j Spin (05 (t, s (0) ч" (0) dt < =, 
sl proceso separable 
" 
famam, (ets ть 


sorá una martingala continua con cuadrado integrable respecto de 
(9/7. Paz?) do característica 


1 
| тома (йат. 
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En ticular, al = b-1 (t, x (0), donde Б (t, х) 
otis te Me tuned tyi 
PERTEN 


т 


w= fomes ma. ie 


p Un proceso de Wiener respecto de (f, РД: *), con la particularidad 
lo que 


М 
m 


donde P'7 (2, x) es la raíz positiva del operador b (t, з). 
Asi pues. on las condiciones del teorema 5 para cualesquiera 
2€, TÍ y x € н" existo un proceso m-dimensional w (0, £> s 


ROM к) ОШ ew d post e(t M IRA ie Wim y 
4 


por cierto pare to „ш 
f 
zia | ate, tydet | элчи, sd: 


Ahora, designomos mediante $ la o-álgebra mínima do los sub- 
conjuntos D, que contiene todos los conjuptos del tipo (w (1) € Г), 
dondo x € ls, 1), T es un subconjunto Soreliano del espacio Ят. ES 
evidento que Fic Wi. Según se deduce de la observación 2 al too- 
теша A, al los coeliclentes a (г, 2) у DI^ (t, 2) son suliciontomente 
suaves, ontonces 51 31. que en el caso dado la solu- 
ción do la ecuación diferencial estocástica puedo sor construid: 
endo sólo del proceso de Wiener w (1) y do los coeficientes do la 
«cuación. No obstante. en el caso genoral esto no os así, como lo do- 
Muestra al ejemplo que sigue. 

XikwPLO. Sca m = Í. Designemos modianto Q una modida 
do Wiener en el espacio (Q. Qf). de suerte que el proceso ( (0, t. Q) 


+ tà do Wiener, siendo = (0) — 0, Q-casi por cierto. Hagamos 
mE 
No EFRON 


Dofínamos el proceso E (0, ¢ € (0, T]; haciendo 
1 


to | sten 


D 
fácil ver quo el . î. otra vez do Wiener, de 
Iren eel وی ا ی ی‎ 


ө-} sema 


jun es justa para todo г «casi por cierto. Quiere decir, que 
A de la esuada О 


4ш = e (e (0) 4(0 


con la condición inicial z (0) = 0. 
Luego, se puede mostrar que 


0101-84 | обета, 


(а) es ol indicador del intervalo [0, e} De esta fórmula 


сои d 
onde 3 £19 4 
De osto modo, la algebra 98 es mucho más rica quo la o-álgobre 
por los valores del proceso t (s) para £ < t, Por сот. 
lene rim den cci ceder no ps er com. 
ida lo del proceso de Wiener £ (0. Hemos de notar 
Hamblen que la ccneción өн e ejemplo que acabamos de clas no is 
dies: T par con 2 (0 el proceso ce e también una зой 
Como conclusión de este punto adurcamos wm teorema que Bono- 
reli on certo grado el teorema $. 
"Teorema 6. Sunogamos que la función J (t, 2) et la mima que 
en el teorema $, mientras que la función a (t, 2) satisface, para clon 
PS mE E ta condición Y 


Tes aman 


En ete caso, para cualesquiera s € (O, T] ys € RIM en el иренә (0, DH 
site la medida probabilsica P2; que satisface las condictones 1) y 2 
citades arriba. Con ello, el proceso (e (0. Wi. ME) es de Мант, 

19.3.5. Diferenciabilidad de las medidas correspondientes n las 
soluciones de las ceuaciones diferenciales estocásticos. El teorema que 
"nuestra quo la solución de una ecuación difeewmelal esoedetica, co 
coeficiente do traslado no nulo. en muchos casos puedo ser obtenida de 
la solución do la c diente ecuación con coeficiente do traslado 
mulo mediante una sustitución absolutamente continua do la medido 

Teorema 7. En las condiciones del teorema 5 lat medidas Тї; 


УР ron egutvalenter, con ta particularidad de que 


aro? H 
Ax com (|a «(буе о. «N, cn 


т 
+ | ч, газе. (ш), ай, уа} 
i 


Observemos que la primera integral en el segundo miembro do la 
tas iria арава en si und integral ecoedatica por la mar 


"Ésuoclenps un teorema del cual se deduco, en que ша 
ric байр la dl tema Т no sempre eno Ini 
Tecoma B. Sean dades ler funciones а (£) y $ (2) con valores en 
п" у LS (7), repecttamsente, donde 17 (IT) es una totalidad de todos 
lod обон simétricos Шеге que arton en R^. Suponga- 
mos cumplidas ls codices, 
V ee tla эшш ptos C y Cy que para ешын 


CIS (09,94 6,10 
2) para cualesquiera s, y € RP 


1000 201< 12—00 
donde К y & son unes constantes positivos, & & 1, ИВ es la norma del 
operador у | |, norma del vector; 


3) para cierto p > m 


ET 
Ра 
En өне coso, para todo 2 € Ят en el espacio (0, $) (aquí, Q es una 
cuand os ptt enit td В, SS) on сага 
en Re, lenet que y e la овга minima de los subconjuntos de Q 
que contiene todos las a-dlgebros %} para T< oo) eriste uno medida 
probabilieica P2? tal que 
DES 
D) el proceso 


эш—+@- | eras i 
з 
га una martingala con cuadrado integrable respeto de (S, To^) cuya 
caractelrca ve determina segán la fórmula 


| 


Et proceso (z (0, Hf. Wen er un procen homogéneo de Markov En 
al еш en que m2 у р m, y también cuando m = 1 y p> 2, las 
contractones de ls medidas Ру y Р} en las 0 ágebrs у} son equi 


valentes, siendo T > 0 cualquiera. St, en camblo, m 1 y < p < 2, 
молгез, en el caso general, les contracciones de los medidas 2 y By 
n las G-álgebras Qj no son equtvalentes, cualquiera que sea T S> 0. 
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Observemos, que el caso cuando las contracciones de Jas 
medidas Р; y РЁ? en la o-Sigebra Я son equivalentes, la den- 


sidad jy ae determina por la fórmula 


app 


H 
=. {| 7G) a (e (9), de ()— 


- f ашат, atea) 


194 Integrales estocásticas extendidas 
por las medidas de Poisson 


49.1, Definición de la integral etocítca „extendida, por la 
medida v. Sea И? un espacio euclideo «dimensional. Dosignemos me- 
dianto Bs © >0, la oxálgbra de subconjuntos berslanos de A 


contenidos on el conjunto (2:2 ER, «19164 ума в la 


өш de o un flojo de ойм, 

n el espacio 10. T] XX 

јато joie, A E ii E y cada, conjunto 4, бым 
'agnitud. 


los” ha puesto un correspondencia. ur 
definida en ( "el que quedan cumpli 
3) para SY 1€ 10, T) le magaitud v (0, 1j, A) 


айы edid УМЕР М. on toda 
SP е dependo de 1 VE ы 


Er Goran A ta ui do gn 
condotto Ans Ак => An tal indole conjuntos 

A sta le x do ta d dijentos del à dos, enlonoes 
ipiis otita (s, Ae ea win. Aa) юв бри 
jes entro ai 

ai los conjuntos borelianos An, X = 1, 2, .. 4010, 7] y lo 
gnas dp ama a arsin бү ба тик ред ар, 1 
indole que los conjuntos Àj X Ау, fige оет, leni 
dos a dos, entonces, con la probabilidad 


a= m мар 40: 


para JaA pend slstora v( 4) uiae distribución de Рона 
Mv (а, A) = 1 AIT (A), 
donde] à | es yna medida de Lobesgua del conjunto boreliano 22 10, T) 


TL (b a función numérica en Ba. анды de 
VERSES Zee штан 
4 


“м. 


Do la definición se desprende que si An € B, n = 
para clero e > 0 y os conjuntos А, on disjüntds ds a d 


поў, 4= È nap. 


la o-álgobra de los conjuntos boro- 
todo 4 € IB, so tiene que TI (4) < 


LEETE П> в} = c. 
mos У (A. А) = v (4, 4) —1 А1+П (А) para A c (0, Fl, 


Sorín consideradas Tas integrales estocásticas por la medida Y. 
Designomos mediante T (M i tidad de todas Tav ncionos alento- 
v re lo, 


fase (tra) q, ' It, o € O, con valores reales, 
medibles sega" variables, para cualesquiera 1 € 10, Т] 
үтел, ныды у n 7 


: 
epe mane Je 


Teorema 1. A toda función aleatoria q € Il, (П) se le puede poner 
en correspondencia uma magnitud aleatorta J} (у) de modo tal que te 


cumplan las condiciones: 
a) м Gu, Qa € Hs (П) y аң, аз son constantes arbitrarias, entonces 


Ma oHa (фу: 
V) н gau (E 2) er el indicador del conjunto AX A, entonce 
Jf (taxa) = 7(4. 

т 


9н ен, y j | meu, anon o, 
E 
entonces 
H 
MJ$.(9) 0, MUT (e ۴ { мд (1, x) dT (dz); 
8g 
A) и € HD, entonces para cvalemuiera N>0 y С>0 


т 
ronem oes {f [ee запад»). 
à 
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Deioleláo. Una magnitud aleatorie J} (g) se Пата integral esos 
аиса de la función q extendida por la medida de Poisson Y y se designa. 
т 


= | [+ эзе. an. 


0, тЇ pueda sc уйй, 


"uu 
W= Cu as кы, Ай, 
ө P uS th. (аз), АЎ, 
missis vet 
inci 35 
ЖИД 
т 


Km ef MN et itane) =0 
и 


винам que so e > O, entonces de Ia condición д) e deduce que 
{а sucesión de magoltudes aleatorias J} (9,) converge en probabilidad 
Dacia cota magnitud aleatorias Els magsltd v» prcismenta le 
берше! JF (o: Cuando v € 1t, (m Y 


{ f mpu anunco, 
x 


puede indiearse tal sucesión ' de funciones escalonadas Ф, € X 
X € lla (П) para la cual 


H 
lim. j Û мөө, 9—00. ram з) 
E 


y, onsscventenenta, en ete caso а sucesión de magnitudes aleatorias 
Jy (e). converge en media cuadrática hacia una magnitud aleatoria 


la integral estocástica J? (9). 
SU fg, ау аот la modificación separable de 
ues 


j je эзш, а 


Tepresgnta en sí ча proceso sin discontinuidales de segunda espec, 


Gl fre oro ler) ete 


El [ee nam en n). 
SL, además, ы 
cazas 
vh 
entonces, el proceso 
{ lr бэш, de) 


as una martingala con cuadrado integrable (sin discontinuidades de 
Segunda esper cuya EE 


Tom 
En esto ” E 
ETA H [ee оза |» c) 
: 
T Û mete, дшш 
LE 
f 


i : 
РЕГ 
sal [orara aafaa] [мее am. 


19.42. 


cgrales extocásticas extendidas а la medida v. Domos la 
definición de la integral estocástica extendida a la medida do Pois- 
son vy Inteaduzcamos en la consideración эра clas M (I Er funci 
те Aleatorias y (4 z) = Ф (=, oh medibles talidad de 
variables, б, ies para todo £ y de tal fado! 


"($ fue маа. 


Рага q € IF, (ПЛ. (П) hagamos 


т т т 
| fou. эзш, enm | [ien зш, nj [ee naman: 
р, in E 
Do aquí, con la ayuda do paso al mite, la Integral 


1 
{ [e оза. an 
à 
тено determinada para as sucios €, I) Coll 


Í [uya sanus en. 
адам 


А : 
|| Een sole {Ганс maman 

А à 
Indiquemos también quo la modificación separable del proceso 


{ fre on as 


representa on 4 un proceso sin discontinuidades de segunda especie. 
PP" 19-4: Pormula. атада de То, Supongamos que on ЕЯ 
grasie ptasia (Qe S, Р) ert dado un Пејо o-álgobras 
Y y LELO, T], y, с y. te (Q = (wt (0, .... ш" (0) un proceso 
(8! Wiener r-dimensional concordado con el flujo CA тей Tha 
v (dt, de), una medida de Poisson concordada (on el sentido 
Pa 9A ton cl mimo oe, pida ев у TI УП y quo no depende 
il proceso do Wioner w (0; My (dt, de) = dt I (dz) 
„| giaro proceso medimensionl $ (0,1 €10, FÎ admite Ia repo: 


: 
tamto | snarf [E 


А 
+1 Û ee эзш, а, сею, m 


donde a (0 e un proceso dimensional subordinado ol flujo, qu y 

Os ata det cal tosca el cepecto Hs os 7 а ru pd, 
“ 10, T] ase al p. 192, 
lonas qu e э] e (ez. o) е un proceso! vectorial de ordeal: 
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las аА (1 г}, k= i, 2... m, portenocionte al espacio Ma 
M dar a pisce io Pto 


ааба аео | et иза, a. t 
а 


Es obvio que la operación de derivación estocástica es lineal. Aduzca- 
mos, ahora, Ta fórmula para diferencia fórmulas complejas; 

"Teorema 2. Si un proceso m-dimensional E (9, 1 Є |0, T], tiene la 
diferencial estocástica (4-4) y Т, 2), 1 E10, TÍ, = € R™, cs tal función 
real, dos veces continuamente derivable respecto a 2 y continuamente deri- 
vable respecto a 1, que, con la probabilidad 1, se verifica 


т 
| f |ru coreo smri в 
H 


=D “в 0510, апр 
КЕ] 


Н proceso J (t, 840), t € 10, Tl, también admite una diferencial 
y 


аа у, оо 26101. 


E 


ТЕТ" 
+ +2 gron o A 
Vw tones nre ko 

а 
S ag y غك‎ 
Y ною LO a Ја 


E 
+3 У f(t, (n) а (dw? (0)-- 
Aet jet a 
+ 00, Eee nis toy Tia, ap. 
а 


Esta es la fórmula generalizada de Ito. Como corolario de la fórmula 
gonralizada de Vu rosana (пайа para dariva ol producto de 
e procesos 


an 


Supo dos (usidimensonales) 
PE ..1. ыо y ho 


(Oei dh 0) de Гас St di). e 
а 


&. 


Entonces, (es € e (DN Ha (ID) 
AOL OO (0) & (OH 


hob 41 fe s йе, vit, ай. 
“ 


19.5. Ecuaciones dilerenciales estocásticas 
Para los procesos con discontinuidades 


19.5.1. Teorema de existencia y ecuación de у. Soan: 
ПГ ттнен (d, d.) cow «i оо de олдымы 
LET 
Jn ios de, Мени, т-нда e = (0 (0, «+ + 
+ sq (o) concordado cun el flujo do od 


ej una, medida, do, Poisson, v 
para la cual My (a ERN 
Winar w (y es im 
Ч) un vector aleatorio temm 
3) ниму Торага (fr 0 f БЕНЯ 
едт, quo toman los 0 Ain, L Ue] у Ёл, Teper 
dal) sal totalidad d todos os operadores ined quo ina 
me que todas estas funciones son medibles en 

totalidad do las varices 
Examiners una ecuación diferencial estocóstica dol tipo 


доа Вато, E(0) do (+ je t» d) 60 
E 


con la condición ini 


EO = be 
Lo la forma integral la ecuación (5.1) puedo sor oscrita asf: 


[ j E 


1 
son] ol EG) de (a+ 


+} [ee te юз, ай. 
$ 
A Allak I8, El ina loción de la ecuación (5) un proc 
sedimensional È (3, 1 € 0, Т1, subordinado al lujo de ората n 
EELO, Tl, tat que 
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4) con la probabilidad 4 todas los coordenadas del proceso vectorlal 
'a (t, E (0) son absolutamente integrablee en [0, Tl; 
todos los elementos del proceso matricial a (£, E (9) con la pro- 
babilidad + son de cuadrado integrable en 10, Tl; 
® con la probabilidad 1 


it [ ie to. прапор < 


4) el proceso E (t) tiene la diferencial estocástica (5.4). 
Вул из B esso de exitosa y unicidad do 1a solución 
de la ecuación (5.1). 
ene epe ы n caia del te y e 
mead ear Le e! 
existe una constante K tal ra cualesquiera t€ (0, T], 
د‎ К, 


la (t, JIH, NF | y) Way) < к а-ы. 


donde l(t, he. X, (etas аһ 
Es 


B) para todo AEO estate una constante Cn i> 0 tal que con 
Isl CHIA < H y E lO, TÎ queda cumplida ta'dosigualdad 


lat, =a, WIRY lo, 2) 0, pit 


fee s aet 
$ 


TS 


Е e caro, et una nica solución continua a 1a derecha de a 
Жай (54) que no tene discontinuidades de segunda especie y que 


satisface еби imietal E (0) = En. 
señalamos que arn (f, =, y = Û esto teorema so convierto en ol 
mU 


ad е, go ме рі ў que ea las condiciones del teorema 1 la. 
lus 2 

E prt e 
рю P (у з, i, T) so determina por la fórmula 


Ps t =P EEN б<, гелт, reg 


dà B едра delos conjuntas майна 2 1..0, 
ERU i ace tos boreliavos on I^ y E (0 


de Márkov, es deci 
vw. Su probabilidad de 


le(s | шш ees (5, Ea (n) de (14 


+ f fem ee ser an. бз 


Ёге 
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Enunciomos, por fo, un teorema duo muestra que con clertas sie 
steer adicionales sd los баа de la ecuación (54) la 


ción, 
оа) = MI ue (T) 


satisface ciorta ecuación diferencial integral. 
"Teorema 2. Supongamos cumplidas las condiclones del teorema 1 y 
también las condiciones а seguir, 
Ч) les funciones a (t, 2), O (f, 2) p el (6, z, yh b f= 1, ce 
scm, t [0, T) son dos veces continuamente derioables respecto dë i 
' las derivadas parciales respecto de x de lax funciones al (1, 2) y 
oH dr em dede =o ce т de primero y segundo órdenes son unifor: 
memente acoludas, 
S) existe una constante L > 0 tal que 


3 [3 E каз) (my 


a 


+3 (E) pers 


4) la Junción | () et dos veces continuamente derivable respecto de £ 
y e seta Janta con бы derivadas parclales de primero у segunda io 
nes. 
"km este ceso la función 
vie a) = MI Gar (T, O <4 < T, хеле, 


2) en el segmento ls. Th. 


Е 
ES 


с 
x ай! [se зев а me 9 


en el dominto 210, Т), 2€ А", con la condición intelal 
Ud (2) 


i 


Copitulo 20 


VERIFICACIÓN DE LAS HIPOTESIS 
ESTADISTICAS 


20.4. Nociones fundamentales. 
Y problemas de la estadística matemática 


bc 
ЕЕЕ 


detorminación de la distribución 


1 so rod 
probabilidad do uuo o 
lunas variables, eto. 
lo distribución como un. 

E 


ist bución con 
деп del 


jue existe un experime 
aleatoria, y tienen lu 


observarse 
lo muestral. 


igualdat distribuidas E1 proble 


de сизди surge i 
des 7, o es conoci 


ción de distribución 


ПАЯ 


20.12. Verificación de una hipótesis simple. La función descont- 
cida de distribución P pericuece a cierta clase de distribuciones iy. 
Do las considaraciónes apriorishicas ге puedo deducir que Р = Le € y 
A baso de las observaciouto hochas зе necesita conlirmar o rechazar 
Por ejemplo, 3 es un conjunto de distribucionos nor 
moles Foy uma Чаш сув orna con media (y varianza 1s 
1\3. Verifi рен ompunta La Бие dato 
Or qe ip r E 
que la паронад con distribución normal епо media 0. En esto caso 
$ coineide con la clase do todas las distribuciones normales y Bor 
Son la clase de distribuciones normales con media 0. 


de dd ES Y om NM 
E hn а ы m pea 
Ero LE P Es 


crítico G va el osp 


muestra so balla dentro dol do- 
minio crítico, la. 


20.14. Estimación del parámetro de distribución, So supono que 
la función desconocida do distribución pertenece а alguna lailia de 
distribuciones 7 (o, 7 que dopondo de corto parimotro à € Ө du 
Ө os el conjunto se una recta о en un espacio suclidoo de dimensión 
finita. Esto significa que la distribución depende de uno o varios parte 
metros reales. Asi, por ejemplo, la familia do distribucionce normales 
on la recta depcude do dos parámetros reales: del valor modio y 
varianza So Necesita estimar el parámotro (o varios parámatros roul 
3 partir do las obsorvaciones. Para consizulr est 
lus” estadísticas, funciones do los valores muestrales. Ejemplos de 
estadísticas о) 

media muostral 


n 2 ES 
varianza muostral 


AE uhr 
2 


(quí э, .. ., zp ез una muestra de volumen n). A título de estima 
аба del parámetro real O so utilisa cierta estadistica 6, (ж ху, » «s 2a) 
que sa considera como valor aproximado dol parámetro бэсен, 

calidad de la estimación se determina por” la distribución do la 
magnitu 


б, ба, Zar + + er Za) 0 
(as evidente que esta distribución depende del valor del parámetro 
Чо). La estimación seré buena si sta distribución estd bastante. 


asa 


бопсев\гада cerca del cero. En la práctica suelen limitarse sólo con los 
so 


dos primeros momentos de estimación. En este caso la estimaci 
Caracteriza por el desplazamiento 


LO 


170) — Malis (а, t -+ 


la distribución ге 
A ls cuales el d 


y la varianza 
Malón (г, 4 


sor bastante próximo а 1). El di 
jocto de los valores muestrales. 
ol espacio muestral cuyos valores зо 

"uno de los parámetros roales e utili: 


la аре} de una u otc hipótesis es parto intograato de іона 
proble inde general que. conde en tomar alguna э 
LES pote puede se tl solución, Омо 


Е, 
H 
E 
3 


lo más complejo! al соты un эште ро de гато ир. 
n sn cada etapa del experimento, aceptar detorminada solución 
тиын a cómo realizar la selección de мы semillas y después, tomar 
тоа ао las exigencias nefsa 

otra solución us el material osadisti- 


utiliza cierta función de pérdida W (d 
diae dsp de lemar 1a solución dua is 
Se P € (la párdida puede sor 
¿as para Jas cuates la pérdida a 
Jo = дайы saresivo, Entro las reco para tomar stone 
juegan un papel muy Importante los reglas de sucesión. En tal caso, 
de пуста considerar un espacio muestcal de dimensión infinita; 
Sa que al rosolvor se utilizan muestras de volumen tan grande como se 


av вт 


Че dos hipótesis 
PS observan mucenivamonte 3 para cada 
ja de Jas Soluciones: daga que a0 
ipotesis: d. la segunda; da, es necesario realizar 
"is observación 20 E E 
DITE da оныда рма tz soluciones pasde sar degit pû 
dos sucesiones де Гоцев Sea en (ети оте гы = IL dabo 
Naciones cesan en el төштө рей еу Жу Ту үк Û en el 


caso contrario; d, (7i, ay а ла) €8 la Solución que debe tomar en el 
a ela fin ue se determina en e) wubeonjunto del 
nire lus 


Sape aval donde wr que toma valores do. 
se esengo la que miae algun 
Sn de vacio id 


ento). Sin em- 
son observaciones no de una magnitud aleatoria sino de un. 
moro infimto босан (do valores del proceso en distiutos momentos do 
tiempo) enlazadas entre si. Por eso la estadis 


distribuciones de 
funcionales: del 
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202. Procedimientos de verificación de las hipótesis 


20.2.1. Esquema general de la construcción de criterios estadísti- 
оз (no randomizados), Uno de los 

estadística matemática es la construcción y est 
de los procedimientos estadisticas de verifica 


УА 
torio, la probabilidad p de su 
mo hipótesis estadística se consigo 
[VEN 

simple si el conjunto // consta de un solo 
lento, contrario. Л єх una бирден com- 


АТ 
23 

Ta aplicación práctica de la ostadística matomática consiste en 
veri ыша Ө, ets etc ы 
REE 
E E о 
ESS 


dosis d 
El io ¿muestral X se parta en dos subconjuntos diajuntos: 
Xe y Ao. Ja regla de verificación de Ia ipóleia so formula así Și, lor 
resultados do la observaciones son z = X se considera que la hipó- 
tesis dada 7 se confirma por los datos empiricos, o sea, la hipótesis /7 
se admite. Si el valor muestral es z € X, se afirma que la hipótesis 
dada J7 po concuerda con los rosultados de los observaciones. o se 
H so rechaza. El conjunto Xa so lama dominio de 
ipótes 


«que tiene ci 

para enda Ө prefijado, Va aplicación del 

el Rg etrafa eros de dos preron; rechasar ia pii 

cuando es verdadera (error de primer género): aceptar ln eunn- 
do "es Taisa (error de segundo gênero). 

Tos procedimientos de verificación de 1 

deseable procurar lene los valores mínimos de lor ero 


hipótesis os 
Че ambos 


Jalins го expresa por las probah! 
finde géneros т 
EN 


experimentales no concuerdan con la hipótesis dada 
1 idn, esto significa que los daton muestrales 
юн que contradice la hipótesis. Si ls probabi- 
lidad de esto suceso aleatorio es pequeña csto significa que se observa 


ава 


de- 


prácticamente un suceso imposible, En este caso, la hipótesis da 
ser rechazada con certeza práctica. 

Cuando los datos experimentales concuerdan con la hipótesis 
supuesta esto то significa que es imposible concordar estos datos con 
a риле AT aplicar ciere estadisticos a Bage, de Ts ohora- 
ciones es imposiblo demostrar una u otra hipótesis. Sólo so puedo afir- 
mar que los resultados de las observaciones no contradicos la ipóte- 
sie acoptada. 

De eto modo, las deducciones adoptadas a baso do os datos osta- 
dísticos se formulan así: las datos experimentales concuerdan con 
Mas dado ade canadien 

0.2.2. Punelón de la de un criterio. La probabilidad de 
error de primar género B Й = Po (X) considerada como función del 
Parametro € d s Паша, función de fa potencia de un criteri 

El valor máximo admisiblo a del error de primer género para el 
criterio dado во denomina nivel de significación del criterio: 


PS 


S gara ol erecto se cumplo la condición Ре (хо = a cuando ВЕЛ, 
lominio erítico ло 


PAX) <а para OEM: 
Po(X)>a par 0є К. 


Puedo resultar que para ol nivel dado do significación ln potoncla dol 


el orror de 


segundo género dal criterio de la bi 
Ee natural considerar plimo el riera que logra para el nivel 
dudo de significación el valor máximo función de potencia del 
Criterio (problema de Neumann — Pearson). 
Come para el valor dado del pa- 


le (UM-P.) si 
para cualquier otro criterio X se cumplen las condiciones: 


Рох) <РО(Х) pem DEN: 
Po (XPS Р(Х) pera 0€ K-. 

El criterio randomizado se determino por la función crítica © (2) 
en el espacio muestral X cuyo valor es la probabilidad de rechaza- 
lento de la hipótesis 17 pera el valor dado de z de dos resultados de 
Tas observaciones. La potencia del criterio raudomizado con la fune 
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rio B (8) fa si 0 € K, 
cañero 1 en moy ба н 0 E 


ción crítica q (s) so determina por la correlación 


мәе (a) | тш) Peres. 
i 

Ба particular, cuando 9 (z)= 1 para ж € X, у е5) 0 para 
ИР Pa etis f Racin it С быарын а 
ДЇ ойне Xas el cetero determinado por fa función q resulta ser no 
олдо су ol dominio crítico Xi. 

аро а micas as simple y alobioria los datos estadísticos son 
атыи de las observaciones de los valores dela magnitud aloa 


Шай tg 
de r PLP, d aceptación cos el бото eritico Жү n li 
eilinbie, ai tenemos la correlac i эт 


PolX)=4 para OEK. 


La conciliabilidad del criterio significa quel error do segundo 
probabilidad de aceptación de la реа falas enda. 


"Рата comparar distintos criterios entre sí so utilizan las medidas 
de eficiencia aniniótica de los criterios, que so basan en el análisis do 
Ла velocidad de convergencia do 
del paráme ro 0 € II. 


203. Criterios de verificación de Ins Mpótosls estadísticas 


feminam 
х 


f. n) Car 
9, P e Cer 0. 


mor 
tetra ilti tite 
Hopp cp 
Moog be Мека оме qe 
mnis Vii Hh 
E 
EEE 
Dy E EE Ep 
MD EC D 


= 


и 


para la hipótesis M (3 tiene la distribución РӘ: 


Pa OS Cama. 
Si las probabilidades Pe (T @) > С.) no dependen de los valores 
Лл клы 
verificación de la hipótesis simple 2e es uniformemente más potente 
con respecto a todas las alternativas. 
Les criterios емиз en da wiliraión de la distribución de 
EX: 


estadísticas Т@ф= ЫЕ se amen criterios de la relación de 


verosimilitud. Tienen muchas propiedades útiles (véase (27). 

feti soldada " 

ide del pariet о et comparación 

Soccer e mimo valor del rar 

Sector dimensional, de. magnitudes ° шнда" дарат 

өмә diras em En eto coso, el criterio de 
uman Pear se della por Ta desig 


ca (3 [e )- 3 ert). 


арома de la detarminación por logaritmos esta desigualdad se reduce 
a gione, a pen 


teo Y mae 


ondo la constante C, se determina de la condición 
PY a> сь)=в. 
“2, ) 


El енин) а> Ca dela Ыраа simple M 
momento más potente para la clase de alternativas o > ap. Análogo- 


:monto, para la clase de alternativas a Fa а, el criterio uniformemente 
“más polenta de la hipótesis simple Dae a, зе determina por la 


desigualdad У ау < Ca. 


Bh conjunto do Jos valores alternativos del par a contione 
ро tanto a la izquierda como a la derecha do в el criterio unifor- 
memento más potente no existo. 


Am 


ma, es unifor- 


Ó—— P2 
TER Ti 


del peri oes desa "omparaci 
ч criterio de Neumana— Pearson se determina por 


КСЫ 


IsNPLO 3, Para la hipótesis simple II; oo, on comparación 

con [alternativa K 109, per айылдын más potente 
эдилип por Ta согыс ® > Ge 

0.72. Lis erierios de la relación de verosimilitud s0 compe 

къуш empleando as ор Че la fvución de la relación de 


con x € X, la relación de verosimilitud adqu 

posibles para todos los valores alternativos del раң 
Г Ранд de fa relación de verosimilitud para la hipótesis simplo 

Hy + т By con respecto a la alternativa compuesta 0 € K 

lua por la estadistica 


El dominio crítico tiene el aperto Тү 
donde и eiae бу ae determine por и condición: РЕ = az 


Por sjenplo, para Y muestra z =, аы Sa) de D población 
normal P ( con parámetros desconocidos 2 Уго el criterio de la 
mao A чеийн para ia ршн» Ma: am ap зе determina 


Por le estadistica E 


donde H(z) YF @— ад tiene Mribeción de Madot con n—1 
I 3, n? i ta). 
с! 


puesta б con respecto a ia alarm 
ina por la estadística 


1 


кчө de ны. (мы 


= 1 so emplea Ia estadística 


donde v, vas + y Ya son las frecuencias de los resultados do las obser- 
vaciones on la muestra do volumen п = yz. Para а о la distri- 


Si 
bución de la estadística у# tiendo a la distribución з? con m grados d 
Mbertad y densidad de probal 


T, 2o 


4 


К (0) E 


=T 

этү) 

La distribución límito no depondo del tipo do In distribución discreta 

inicial. El criterio y! se dolino del modo siguiente. Sea уд la cuantila 

de ln distribución límite 32; а = P (04 72). Entonces el dominio 

critico del criterio y? se determina por la desigualdad para la ostadisti- 
nr 
о 

simple closuto «Aa 

ud aleatoria E que so observa, Ба oste Caso, py cr 

donde X, son grupes en Готје» está parti Ms 

itod aleatoria E. En la ро 


ión de los experimentos Independientes во 
lestorio cuya probabilidad p (O < p< jes dee 
frecuencia de las olservaclones del suceto оп 
men n. Entonces, para m grandes la estadística 


a. ET” imadamento con una депи 
EZ, 94 distribuida aproximadamente con una densidad 


Кеше i dente een 
"^de observ bilidad del suceso. léMtario = 


Las 
187]) den 
шп al húmero dado 
ffir y 6 alos, tión cuando termes varias эе 

3 i 


indopondiontes do observacio 
TEMPLO 5. Soan vi. vae 
BIRMI PM 


Vm las frecuencias de las observaciones 
on Jas maestras do volumen m: 
i 


mu. => л del suceso aleatorio cuya 
supuesta se puedo uti 


Mtt 
m C LUE 


виса v-à де cuya distribución рава -grandes 
= 


zar la osta- 


«а 


пе Ў ma es próxima a le distribución x con т grados de libor- 
E 


ча, 

Si la distribución Inicial los parámotros desconocidos 
Pu On 'B,, entonces, a título de criterio de aceptación, se emplea 
a! estadistica 


en la cunt Ô, б... ., Û, son estimaciones de los parámetros dosconool- 
dos construlilos sogún Los resultados do las observacionae. A condiciones 
dotarminadas la estadística 2? on límite para n o> Шево la distri- 
файда ¥ соп mer = d grados de liberta 

"Basro ө. Validadoso del ejemplo 5, ui 


nos la estimación. 


de la probabilidad desconoelda Ês LS) va. 
- 


La estadística = J} ی‎ emnt grados do libor- 
mU p 


dad so, шша para v 


£ la suposición de que 
observaciones in tes la probabilidad del suceso en obser- 
vación queda forariable 


^. Criterios no paramétricos, Uno de los principales problo- 
mas estadísticos no paramótricos es el problema do verificación de la 

ja do los datos muestrales con la hipótesis de que la fun- 
de distribución P (7) está prefijado, y mo contiene pará. 
metros desconocidos. Si Im función inicial de distribución F (z) os 
continua, entonces, а título de criterio no paramótrico, se emplea la 
estadística de Kolmogorov 


VADAS YA mp, PF 
cuya distribución no depen: 
conocida la distribución Ji i punto 

El dominio erítico del eriterlo para el nivel de significación dado 
so determina por la desigualdad 
VÄ Dy das 


dendo da ps la cuantla de la distribución límite de Kolmogórov: 


del реле de P (s) y para la oual os 


El problema de verificación de la de los datos esta- 
disticos se planten del modo siguiente. ir de dos eories de obsur- 
Vaclones Independientes zy Za ed: Ya >: ри May que 


"que los resultados de las observaciones 
+3 como resultado de los exporimentos 
la misma función de distribución 
ibución 7 (+) es continua, entonces, 


415 


verificar la hipótesis referente. 
on ambas series fueron obten 
con magnitudes aleatori 

F (2). St la función inicial de 


a titulo, del ontorio de homogeneidad de les datos muestrales, se 
emplea la estadística de Smirnov cuya distribución no depende del 
aspecto do la fanción P (z): 


V EL oss V ДЕ 


dende Fa a, y Fe (2 son funcions ampiccas de distribución de Ja 
imera "y la segünda series de observaciones, respectivamente. El 
minig critico del criterio de homogovcidad se determina por la 


Ns 
V Eee 


donde d, e la comua de distribución de Ja estadística de Smirnov 
та n Y'm pequeñas, en у m von grandes, 
Йй do la distribeción limite de la estadística de Smirne 


к 


métrico de orden m construyen а base do l 
ariaclonsl las Cuales no dependen de 
minos de la seria variations 


basado on la 
кайса Uam. өз decr an ol número de seres de los valores obre 
Vados do la primera y la segunda ¡nuestras en la sorio varlaciona] gono- 
ral зү Eo ©... € n tm, dondo cada za ез zn 0 Ya 

distribuzión do ie estadística Unm no depende del aspocto de 
F (z) de la distribución inicial 


Uam n, 


en son independientes y toman 
valores d 0 lidades "iguales a M2. Sim 
son grandes ln distribución de “a entadístión Unn бе анек. 


mente normal con media Af y varianza Af (n-+m-+ 1). Para m 


Hio y к = sola atado Us enne eden como 


Оте Ў) Wi, donde Wı son independientes, uniformemente dis- 


tribuidas en el intervalo (0, 1). 
Hay otros criterios no paramétricos (véase [3T]. 


20.3.5. Criterio sucestvo de la relación de verosimilitud. En la 
ua [D En cada etapa 
ibilidad do decidir si es necesario continuar o cesar los experi 

isis estadístico suce 

КҮ У ep una magnitud alontoria; Seam a 
Y И, dos hipótesis alternativas sobre el aspecto de la densidad de dis 
Tribüclón po (2) o ps (z) de la magnitud aleatoria en observación. El 


riterio sucostvo de la relación de verosimilitud (de Wald) se constru: 
según los resultados do las observaciones independientes тү, 


T2. ze... do modo siguionte. Se profijan dos constantes Д 
'dstorminan la partición dol espacio muestral según lo relación de 
us dolirminan la parti i según de 


i 2. 
Пу 
pore calo п en tres dominios: 


io do aceptación de la 


x: Û] EY >2 e el domi 
Ios > boue 


X»: [[ PEL < 4 es ol dominio de aceptación de la 
П fe) hipótesis Hs: e 


HE < os ol dominio de continuación de los 
Тебе) ^ experimentos. 

terio sucesivo de la relación de verosimilitud so 

primer pénero а = Рә (Xy) y de segundo 

mi por рли medio de chservitionee 

(de observaciones v se determina por 


El crito militud oxige 
término medio, menor número, de 'acioues que el criteri 
Yoli Fijo del muestra com ler mimos errore de primam У egin 
lo génoros. 

El riterio sucesiva se termina con probabilidad 4 tanto para la 

Mosis Mo, como para la hipótesis My. es decir, Po (v < oo) = 


n 
TO 


Aquí z= log. 


ат 


20.4. Dishibución de la muestra 


204.1. Serle variacional. La muestra de volumen finito n os dl 
maten Helal para el análisis estadistico, obtenido como resultado 
Чек elección aleatoria simple de una población madre, que so дей 
por la magnitud aleatoria £ con la unción de distribución Р (); 

кыйар в 
es decir, una sucesión de magnitudes aleatorias independientes igual- 
рош йиз Ре con a función genera de db 
еа Аба de valores muestrales ordenada según las magnitudy 


PLE ч” an 
se Шата serie variacional, Los elementos de la muestra iguales entro 


Ж se mumoran on orden arbitrario. 
Los lérminos de la serie varincional 250" (m = 1, 2, 


n) s 


aman estadísticas de orden (de rango). El número A, = so Iama 


rango dol término x1 


La ostadística v, (2) igual al námero de valores do la muostra 


menores que 2 
(vnm mm rmn тн, eun (63) 

lama frecuencia empírica. La magnitud aleatoria vy (1) os igual. 
шө ar аилы dal ien QE 2] та я экрен ИЕ 
dientes, así quo la frecuencia empirica v, (з) tiene distribución bino- 

mial con el parámetro p = P ( < г} = Р (z): 

P (va (s) m) m CEP (o) Р (e). т=0,1,..®. (64) 
La distribución de los términos de la serio variacional (ostadísti 


cas de ordon) so determina simplemente según la distribución de la 
frecuencia empírica: 


вырве X саа РА. d 


n particular, un aspecto muy simple lo tionen Jas distribuciones de 
Jos icminos extremos de la serio variacional zi Y 74 


PPa (0) 
PLD es) P^ (2). 


Se puedo reprosontar la distribución de los términos do la serio varis- 
cional de otro modo más cómodo para el análisis: 
pa 


r= f < ET ] yapa. A 


ао 


La distribución (4.7) pertenece al tipo de distribuciones f. 
E 


Si la distribución inicial de la población madre P (z) tiene la don- 
sind p (oe EÊ ences la dsc d Js estadísticas dario 
tene la dad eran 


area 


P-t (a) (1— P аў" p (2) 

Т] 
En los problemas del control estadístico de la calidad de la pro- 
ducción so omplea a menudo la estadística Ji, = 207 


анс lied д-н 
27 


Pa а j IPEN PdP (a) — (49) 


Es difícil omploar las distribuciones exactas de las estadísticas do 
¡derablemento 


Та representación aproximada de las ostadísicas de ordon para n gran- 
desa sentación яшда, La transiormaclón de los Ur- 
minos de la sorio variacional según la fórmula 


E ی‎ 440) 
da a densidad do la distribución gi?) de Jas magnitudes aloatorlas 
о (+) (i). (4.41) 
Para 4 fijadas ома distribución de Berooulli (según m), si n=» 

a ribución de Polson lá 
Doa КШ, imo uay 
quo según + esla densidad do la distribución gamma con parámetro 


Anlogemente la transformación de los términos extremos do 
la вело variacional sogún la fórmula <9 =n (1— P (0) nos 
ofrece la densidad de la distribución gi, (4) de las magnitudes 
aleatorias sf, on la forma 


вое. (E) ( 


Para pce oo y m y i 
Жанда quami eot pardasi n 


EET 


(9 e aproxima por la densidad do 


* p 29. [7] 


40 


зе pueden emplear para hallar la 
inos extremos do Ja serio variacio- 


Las ¿istribucioses 4 y 
MI DE 
VP oana Tope se e ep 

T iid rice н аки 
Mir UMORE ERA 
ERU EIC ESEE E EIE 


daa 


wuma y pará- 


celi бирар cic m dio 
жй гы Rn арыны бош on Дайы, 

Sms d eiiim ed A dein È onm pd 
неа o lus mt y iri de aoc ar 


cional tienen las ropresentaciones neintóticas en la forma 
a > o es | 


Hace 
id aleatoria con densidad do distribución 


(440) 


donde y өз una mag 


e 
М En el caso del rango finito, cuando m» [nq], es decir, para 


m онаков que satisfacon las desigualdades 0< ® <4 < ZE <1, 


Ла transformación de los términos de la serie variacional con rango 
finito ш P (ry nos da la densidad g(s) de la distribución 


af"? on la forma 


ge (O iym, 
que en el entora del punto з se aproxima por o densidad de 
distribución normal con parámetros (q, / 1529), donde gos 


el valor medio, И LS ев la desviación típica, lo que per- 
x a 
mte la magnitud aleatoria s para 


Par VIRES, 
dando u tene distribución normal con parámetros (0, 1). En sto caso, 
Jos términos medios de la sorio variaconsl 21°) pueden sor represen: 
tados asintóicamento en forma de 
manti у SEES 
IO y E 


de la distribución P (а). es decir, 
[ de la distribución inicial 

ión “empírica de distribución. Antoriormente fue 
deduekda la recte mitica vae) igual al número do valores mues" 
Males menores que z y que цеде una distribución binomial con pa- 
rámetro P (2). 

So llama función empírica de distribución la función £ (s) do- 

terminada por la relación 


LIEN um 


De otro шодо, Ja función ompírca de distribución e determina por la 
siguiente relación: ” 


aca, 
E LII 


DI [2 


e 


ico de la función empírica de distribución os una línea 
Son salsos múltiples a а magnitud fs on ls puntos doler- 
se los términos 


m 


E) nica > Además. tene 

Hecer de ilveako. La Junción empiries de distribución Py (2) 
com rmemente según z con probabilidad 1, para n=» oo, a la 
distribución tedrica. P (2): 


O =). 


A título de la medida probable de la desviación de la función 
(rica de distribución P, (+) con respocto а la teórica P (s) para = 

jacer uso de que la diferencia Д U) — Y) 0 asin- 
icamento. normal con media 0 y varianza F2 (s), Poro 
atia did de domin no кийиле wg £ importanto 
en la estadistica matemática lo desempeñó el mm estadistica 
introducida por A. N. Kolmogóros 


a= p PnP. 


з-за в 


Teorema de Kolmogórov. Si la función de distribución P (2) eè 
continua. 


Umeya o, IPP 


kA S caet iso ал» 
2L 


me mis. Ро, | — | «m 


о dn otro modo 


E em 


los criterios unilaterales de aceptación so puede omplear 
¡hución de las estadisticas de Smiroos 


Die EI вш 


ll, PP (622) 


Patas estadísticas tienen. distribuciones iguales: 


{00 >=)=P (Di 2) 
ЕЛ 


= 3 A (152 


"Toorama de Smirnov. Si la distribución P (e) es continua, entoncrr 
lim P(Y 5 Di а) > 420 


"exem 42 


is conocida también la distribución límite conjunta de las esta- 
dísticas DA у Di. 
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Teorema, St la distribución Р (z) es continua, entonces 
тИ Уо) 


++ $e mere Y [e Nae 4 ¿2 онаа. 
ГЕЛ E 


Hay también desarrollos asintóticos рага las distribuciones de las 
estadísticas Da, Di y Dx. 


20.5. Distribución de las caracteristicas muestrales 


Se llaman muestrales (o empíricas) las caracteristicas de la fun- 
ción empírica de distribución. 

Las caracteristicas muesteales son magnitudes aloatorias, funciones 
a partir de los valores :nuestrales, es decir, estadísticas representables 
on forma de 


Tes enl IIS 6n 


astadísticas muostrales (es decir, de la función empírica P (2) s0 
designen con Та misma [etra que ls caracteristicas muméricas corres: 
pondientes do la población madre ea decir, do la distribución inicial 
Lx en соп una raya enci 
5.1. Momentos muestrales (estadísticos). El valor medio de la 
muestra so determina por la relación 


Fm} J > f «Po вз 


Las características numéricas del valor medio se calculan fácil- 


mente tomando on consideración que ¥ es la suma de las magnitudes 
aleatorias independientes igualmente distribuidas. Por ejemplo, 


ei 
} вз 


өз 


donde m es el valor medio: a, la varianza de la población madre 


_ еен 
converge según la probabilidae 
pepe etin a Каныш ерни de dont 
muestral con respecto a su чава matemática }'л(х—т) 
el бы, етше o VE 

О p 
EE 


al valor medio de 


aL Y de бл) 


Las principales caracteristicas numéricas de la varianza muestral 
nod эреде, 
ма (1) 08 
6 
п-га”. Za ү сз, М 


Aqui a my y чу les corresponden sl segundo y el cuarto momentos 
arvo ena aa = 


(6.5) so deduce quo la estadistica 


Do la primera fórm 


aee 


varianza. Al mismo tiempo la magni- 
za ravestral con respecto a la varianza. 
'6*) es asintótica normal con pará- 


ся la estimación de 
tud de la dosviación de la var 
de ln población made Уя (f 
metros (O, m, — mf). 

Los momentos muestrales superiores (centrales) se determinan 
por la rolación 


A LY wm». c 65 
A 


Es fácil calcular los características numéricas de los momentos muestra- 
Лез superiores. Se dobe emplear la evidente correlación Mz, = 2, = 


48% 


{ана у шеше» de as кшш alentorns 4 


Las Gxprosiones exactas de Jas características numéricas de los mo- 
mentos muestrales s, para r 2» 3 son voluminoses, pero, sin ombargo, 
Sion ton grandes, las expresiones asintóticas so simplifican considera: 
шетш 


мате +0 ($): 62 
jtemm 1+0 (5с). 6® 


Lo mismo que en el caso de los dos primeros momentos muestrales, los 
momontos muestrales superiores m, som asfotíticamente normales 
(para n — оо) con media y varianza determinadas por los términos 
principales de las fórmulas (555 y (55) 


one de los momentos muestrales. Cuando хо detur- 
numéricas de la función de los momentos 

rales os ul el siguiente т 

Teorema, Sea dada la función H (Tu, УЫ) de los momentos muestra- 
les Tip y T, que no depende explícitamente de n y satisface las condiciones; 

la funcion I (a. 43 es dijerenciable continuamente dos teres en el 
entorno del punto ту. V іч др 

2) pora todos los valores de лу, k= Т; т. la función H Gap, Ta > 
a I lege es та, Y satisface 1а estimariên: | 1 | < Сит, donde C 
Y р son донае no negativos 

Entonces, el valor medio y la varianza de la variable aleatoria 
ME (y, my) Pueuen ser representados por las fórmulas astnióticas 


эш I ny mp o (Le) oa 
7,2 = 
и ый, I tun m) IM I m 


ата 


әп әп мүл 1 

Soir (ч "Әү mr nd EOR, gartan ноо (ду). 
лө 

B1 teorema citado es válido también para la función de cualquier 
wümero de argumentos en el caso de muestras multidimensional, 

unto so cumple solamente Ta primera condición del teorema la 
estadística Н (my, т) es tsintóticamente normal (para n- =) con 
media y varianza determinadas. por los Lérminos principales de las 
fórmula (59) у 15-10). Notomos que el término principal de la г 
mulas (5 10) puede resultar igual а cero. Fin este caso, j (Ш — MID 
Se asintótcamente normal con Varianza mul 
a probabilidad a сети No se exclaye la pos 


20.5.3. Las distribuciones exactas de las características muestrales 
son visibles sólo on casos uxcepcionales. Con más plenitud está estudi 
{о el caso de la población madre normal: 

Si la función ше! de distribución Р (s) de valores muestrak 
ть, ke T, h, es normal con parámetros (m, 9%, entonces la media 
ÍS sa y la varianza muestral 7 son independientes, 
a e 
ademís F esta normalmente distribuido con parinetres (m, E 


muestral 


miontraa que ZF tiene distribución xÊ_, con n—1 grados do 


Iihortad, o de otro modo, EA tiene la misma distribución que 


la modia aritmética de n—1 cundrados de las magnitudes normali 
independientes com torímetros (0. 0%. Adomas, là relación 


EL 640 


inst аднача ива. cap. б) con (n — 1) grados 
Чонай. 


Copituto 21 


TEORIA DE ESTIMACIÓN DE LOS PARÁMETROS 


2.4. Problemas de estimación 
Y propiedades de las estimaciones 


n un olemento м 
(Х, 8. So considera. 
а cierta clase do distribu- 


uo 
КД 


do volumen т, es 
tes sobre vl cleme 
n se dosignará 


ura окен 
X" que se llama espacio muestral, A par- 
en se construyo la estimación 
lor real del parámetro. Do sto modo, la estimación 0% = 
[A ol espacio muestral 
Xn que ioma o) valot en el conjunto Ө. Sustituyendo en esta función 
los resultados de las observaciones on vez de los argumentos oblendre- 
ов el valor dol parámetro 0" que se to "le la estimación 
T valor real del parámetro. Se pi m número infinito 
gules funciones Y surge la pregunta acerca de cuáles de ellas son 
proforíbles. La respuesta no es univoca, pues s puede introducir diver- 

з criterios do la calidad de las estimaciones 
iplos de construcción de las estimaciones. 


е natural 


Mte 
das que sufrimos sí aceptamos 
parámetro ol valor öp. mientras que el valor real cs igual a 0. En este 

Па estimación ds es tanto más próxima a f cuanto menores son 
las pérdidas r (0, 0“) 


481 


Segundo, ya que los resultados de las observaciones ту, za + 
. „2, son aleatorios, la estimación 0° (zi. 7z. . - za) ек lambi 
un vlomento aleatorio; y por eso, la proxiraldad de 07 a ® dobe ente 
dorse on cierto sentido promedio. Por ejemplo, se puedo considerar 
Tue U* es próximo a 0 si son pequeñas las pérdidas medias 

Mor (0, 09 (zr, ~- xn) 


| э», pere <, xal) Po (фу)... Po (zn) 


Sa onbengo, pra la estimación dada 0% (ri... . 15) ealas péril 
pundan mr ducha con ae y banant каде С! dira б Ого 
[ple pp THEY rp 
EXC сыын ӨГ Сы т, э, бе ы Шы A 
БАЯУ 


Mor (0, 0% (ду, ты... з) < Mor (0. OP) Gene zn) 


entonces, desdo el punto de vista de la medida elegida de proximidad 
se convendría prelerirla э otra estimación cualquiera, No obstant 
hablando en general, tal estimación no existo. Por eso, ollglendo. 
ostimación del parámetro desconocido so tienen en cuenta algun 
considoraciones complementari 

So puede, por ejemplo, elegir la estimación 0% (д. у... £n) 
de tad modo que el valor de la función 


E] 


qp Mer O. өбө. n 


Esto principio de elección de las estimaciones Iova el 

iplo de minimax y las estimaciones correspondientes, 
sten, se llaman minimáximas. Procediondo asi tratamos de mil 
imitar la pénlida máxima relacionada cor Ja elección de una u otra 
estimación. 

"iro procedimiento para elegir la estimación es ol amado ba yeri 
mo: se considera que hay algunos razonamientos aprioristicos sobro ln 
referencia de unos u otros valores del parámetro 0. Con otras pala 

газ, еп ol espacio 6 se considera dada uma distribución apriori 
(dð). La estimación U* (rj. - == Tn) se elige de tal modo que cl 
Valor do la integral 


| Mor (0, B* (zı, з, 


I 


Ж mínimo. Son posibles otos principios de construcción de le 
арен. 
1-1. Desigualdad de Cramcr.. tao. En delante, соп respecto 
conjunto Ө, supondremos que es un Intervalo en fi o un dominio 
en ol espacio заво d-dimensional #4. EI conjunto X, como regla, 
menta быша la estimación 0* ( Jsi mm 
rei iniesgada la estimación 0% (ху, ту... зы 
mim 


му" (me 


== 8, 


LI 


En la clase de estimaciones insesgadas cs natural considerar la. 
mojor aquella estimación cuya distribución para todos los © se con- 
contra «más densamente» alrededor del valor medio, es decir, alre 
dor de û. Cuando es un parámetro unidimensional, de medida do tal 
concentración de la distribución puede servir la varianza de distri- 
bución. De esto modo, llegamos al problema de determinar on la clase 
de todas las estimaciones i una estimación 09 (sj, Za 

2% as Zn) tal para la cual, con cada Ө € 6, el valor de la función 


Mo (0 ones n) 0 
sen el mínimo. Resulta que esta expresión está acotada por abajo por 
Ша función o $ as que sl pars one estimación 0° (үэ ж 


бл. А 
esta cota inferior para la varianza se obtiono cen todos los û, és 
e popu que a distribución Po (dr), 0 € Ө (aquí 0, e 
supongamos que a distribución Pa (dz), 0 € Ө (aqui û os un pará: 
төшүмө ата Vene la demora р У con apio » algun, 
didn очама v (drt on (X, 4) En particular, Pa art puede sv una 
distribución diserela concentrada «n los puntos sy s4... € X. Ades 
más, los puntos n. зз, - no dependen de W y рб 2) en la masa 
probabilidad). correspondiente al punto у, así que S, (0, 29124 


Supongamos. luego. que ls densidades p 0. c жоп diferenciables. 


quio t eom he pertica quo para cnalquicr conjunto medible 
d Fr avane | BR, an 
H i 
Jogomos 


10 f [28228 Po, nsns ne 
i 


La magnitud (D e 1 
metro б, contenida en ur 
scribe on forma de 


cantidad de información sobre el pari- 
"observación. Еп el caso discreto 1 (D) ae 


АИИ И 
= 


La cantidad do información sobre 8 contenida en n observaciones in- 
dependientes z, z» <p c igual a nl (9). 

Son 0" (n. Fs. А} cualquier estimación msesgada dol par- 
шар. Тат tas Сане de regularidad tiene Dugar a desi- 
suada 


fre 


ой tse Мо (® їз, Zas , na) — O. [I 


Tul 
además, la igualda 


so logra cuando, y sólo cuando, 


ETE 
ааг a 
Б] 


 ] 


ыны ышы pus, |да, 


€ X vri. ven) e 
onde Lg o o os Zn) = p sni p е)... рб. ты, así 
en la posibilidad de Ua 9 ы A xad 


pem 
ha caia) 2 ыша desigualdad de Cromer M y da 


ls cola та la varianza de la citación 
estimación Ө en араны а БУН 


Resin асаа ue as 
CU DT ACC E Td 
meritus pere mue i meine Es 
А, ЕД н а 
put MEE Ec rol de la ción 


=, An) v (Erg) .. v dg) m 


eto rr - 
que ! < elf 0*) <€ 1, Dos estimaciones eficientes ды 
adir coincidan casí con seguridad para cede d. 
Estimaciones suficientes. mos con Qo (dz, dzy, 
Ain media та (XS BAT diermintde or Ía Tet 
Qu lan, б... „ den) = Pp азр Po ш)... Pa (sn) 
La estimación de (2, arms suicente para c1 par 
тга б'н la дсди conditional к 
ССОРА 


РАТИ 
do y sólo cuando b 
di coni de кү 
Siguiente Slirmació 
comiendo que ero la densidad 
Teorema 1. Supongamos que las 42). 0€ 6, som 
tamente continuas con espect a cera теда 3 inia ч (Q2). duda vx 
(C39, y ма p (Re) m FÊ . La estimación (s. гу... „ э] e uf 


ciente para el parámetro Я cuando, y elo cuando, tiene Jugor la repre- 
sentación 


РӨ, адр. A 
Xx ha, 


á " aens 


»" удаа ааа. 
ш miel de han E 
In 
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donde go (0%) y h (z1. лу... Za) son funciones medibles no negativas, 


con la particularidad de que go depende de тү, mp, co ža olamente me 
аме la esmación O (rg Sar ce me) YA rp сс ты Po des 
pende de 6 


Ta siguente afirmación subraya la importancia del concepto de 
estimación эшем e la teoría da estimación. 
А 
suficiente para el parametro E AO a la ситаи 
берд Жыш de parmi 0 Enlaces." pare odos or Û € © 
Mo ls ть nior — OPE 


FIIIT 


aW бузыл агай mi le 
oral T ise depend dc). n 
oH etel 


ique 
не caso. la Juntión f (O° (re e - 
"шарада del parao Û o emi 

je este modo, teniendo para el parámetro 0 la 
die arbitraria DP ye zans se y d, estimación, alienta 
(reds, у, ал) podemos construir una nueva estimación insesgada 
del pice cual tendi para tos ls varianza menor ela 


lón nsew 


Telación Mog (0% (zx. tn 
s Fa) a 0 es cadi Пена сой respecto a la medida Qo para 

quie VE ©. SI erste la estimación nsesgada completa 0° ( 

M za) del priate V, entonces рага otra estimación 

Of Unsen o 0 tp) de parámetro û se cumple Ta desigualdad 


Ma (OF (em c ts) — OE > 


о, 


м decir, ou osto caso la estimación U* (zy. зр, s 4) os eficiente, 
71.1.5. Fstimaciones de los idimenslónales. Supon- 
amos qo conjunto O de los Valores admi bl: del parmi е un 
hominid (abierto) en el espacio euclideo 4-dimensional 724, En este 
la estimación 9* ( e, represnnta también un vector 

ional. Como on «| raso unidimensional planteernos e] proble- 


та sobre la búsqueda entre todas las estimaciones das tales 
Suya distribución tuviese máximo alrededor 
"lel valor medio. En el caso multidimensional "cómoda de 
esta concentración es una elipsnido de dispersión. د‎ 

y matriz de 


Er ades ЖИЕ 
ILE compone del vaciar E 3 


En el caso unidimensional sr convierte e el intervalo (a—0 73, 
a + су) donde е y o? son la esperanza matemática y la varianza de 
fe magnitud. respectivamente. En el caso general la «сика del 


m 


elipsoide Че disperstón tiene ei aspecto йе 
Maa 


dudo Ys la matgiz inseri a a ati тү 
узо. (у. icio escalar en Н 
Supongamos ahora que (Pg. 0 £ Ө} es una fa: 
nes en (X. 8) las cuales tienen la densidad p (0, 
quida iita v (4) dada en 3 Sea © 
'ongwmos 


= | a1080. дори, 9 (0, уу ал) 


do k. rim di 2s d y desiguamos por 7 (Dı la matriz con eho- 
Ati FL mairie PO ж laima matris бе ttormución: АЧУ 
ез B® (ay. Fe, Zy) Cierta estimación inscegada del pard- 
Ao ано Тон S. O ol alipona de disperdu para la dite 
Blinde verter шылу, relin a medi 

wi Quiloso dinefonal ae la дейма dd de Cramer Koa 
Mies ue нын quero. жщ O lo, se qp ey del 
Mitte a tinas Condones de Елдан ol paid d O 
Кошот un ipee cuya sevacón apo por saprovin 


n 0а — m 4 2, 


dile: n cs ol número de observaciones. u es cl punte corrien 
ipso (u € ay En o) caso Пее ambos 


ч ту! se Пата coni 
atriz de los segundos momentos para la estima 
conjantamente eficiente coincide con лг (0) Se llamo eficieuc) 
Че la cotimación 0% ( ; ту) la relación entro el volumen del 
Plipsoide (1.2) y el v dci olipeoide Se (0) De un modo ovi- 
donto, рага el caso multidimensional. se aplican da 

te, así como las propiedades de estimaciones suficiont 
п los teoremas 4. 


Ў 
siliable si para. ce 
A veces, tales estimaciones se Haman deb 
rancia de las estimaciones fuertemente coneilables 
Convergencia correspondiente se realiza com la probabilidad 1 

ago. notemos que las estimaciones eficientes no existen slempre 
ni mucho menos. Sin embargo, en muchos casos existen las eetimacio- 
mes asintótienmonte eficientes. 

Titanes siia side de a estimación 0% b. 

za) al lei 


t 
^ LIII 
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ч éste existe. Rn muchos casos oj (0%) ~ È- para n= оо y por esd, ei 
estos casos, ey (0°) = [eI (~ existo. Es ovidente que 0 < eo (09) «c 
POPE Ld 
Vinicnmnente efi ient 


20. Métodos de construcción de las estimaciones. 
21.2.1. Método de las momentos. Tonga la magnitud aleatoria la 


Ti método йе Los mamontos consiste en igualar los momentas muosir- 
Tan a lo Locos. Oblenenas e sistema de ecuacion 


4 


nr A т=з, 
con төрөдө калайдан, 


(is 
PETER 


de aleación Ө, Zar T 
Кыа us de c atio de la anco 


TT СРЕЛЕ 


эз 


Para encoutrar las estimaciones de verosimilitud máxima es п0- 
cesario resolver la ecuación (k = 1, 2, .. d) 


Лор (U. su за а 
—- =‹ 


СОРАСА 
mes de veros 


vii de Meca desidia ncn 
"rs Pmetro Ө existe la estimación eficiente (on ol 


iona, conjuntamente eliciento) 0% (ay, Fa, .. у n), 
a ecuación de verosimilitud tione la única solución U* (uz 


° "TES, comportuiento asitóico de las estimaciones de vereal- 


edades 
„Тенеота 1: Supongamos que ia densidad p (0, 7) satisface 
eondieiones 
1) para cado 0 € Ө y para cast tede x szinten las derivadas 


[ИНИН 


2) para cada 0 € Ө están cumplidas las desigualdades 


[2282.0 | | сенә, 
EER 


donde las funtlonet Gy (2) y Ga (8) son integrable en TO según la medida 
банди ао имавте 0, (2) В 0.0) seg 


PI 
9) para ata 068 танї 


toe [LG sae 


es finita y positiva. 
Entonces la ecuación de verosimilitud tiene a solució 
‚++ Zn) que m una estimación concilíable arintáticu 


p 


asintóticamente normal del parámetro 6, lo que signijtea que la magnitud 
LOVE (as гь ++ 2090) 
es asintéticamente normal con parámetros (0, 1) si el valor real del par- 


Es generaliza para el caso de una magnitud aleatoria 
diserta, así como para al dl parametro reultidicnsina! б. 

û. Método del minimo de Z^ Sean зр zs. - зу Observa- 
ciones independientes de la magnitud aleatoria È сой valores du (Xs N, 
cuya distribución pertence ай clase de distribuciones (Po, ӨЕ 
Supo spacio X stá partido ea y conjuntos modib 

12,37 Designemos porn el número d observa; 
шига Ж da, ча caidas en ol conjunto Xy, Si ol 
conjunto X es finito. es decir, la magnitud aleatoria toma sólo шп 
número finito de valores, so puede considerar que Xy cs el conjunto 
do un punto. De aste modo, están agrupados los resultados de las 
Observaciones. 
Compongamos la magnitud 


у ene 
م‎ 
dondo (0) = Po (X), t= 1, 2,..., r, OEO. La estimación 
zn AH ma estimación in ol método del minimo: 
izando la magnitud y* según 0. Si 0 os un 


'ontonces para encontrar la estimación según 
X5 obtenemos el sistema do ocuaciones 


S, Fane tmp 1 22L0 
2 + چ‎ [ 
Bor sus propiedades sintitica a estimaciones, gbtenidas пане 
ol método del minimo de °. soo muy Próximas a la 
Vososimilitud máximo. Por ejemplo, a ciertas com 


probabilidad 1, s tiene sólo una raiz conciliablo de las ecunciones 
Correspondientes, que da a la magnitud у el mínimo absoluto, 


parkmotro d-dimensio 
S método del minimo 


24.3, Dominios confidenciales 


21.3.1. Noción del dominio confidencial. En algunos casos es im- 
estante mo sólo dar la estimación para un parámotso, desconocido de 

istribución, sino que también, indicar el dominio donde supuesta- 
mento debe estar el valor real del parámetro. Este dominio está cons- 
¡ruido а partir de los resultados de las observaciones y por eso puedo 
variar de una muostra a otra у, por lo tanto, es wn dominio aleatorio. 
Por consiguiente, se puede hablar de la probabilidad de que ceto do- 
paino metre el valar real dl packet, Eligiendo, cierto número 

jastante pequeño e > 0 podemos proponernos construir que 
nos permita asignar a los resultados de las observaciones tal dominio 
en el conjunto paramétrico que, con la probabilidad 1 — e, el valor 
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rval del parámetro s» contenga en este dominio. Esta significa que en 
uma serie larga de muestras nos oquivocemos solo cl 10) e% de casos, 
"он cuestión so Чоно» confidenciales y ol 


"le la magnitud alo- 
игә desconocido que 
ros Ta) cualquier estimaclón 
irj la isiribución de la estío 

ción 0° suponiendo que ul valor real dol parámetro coincido con 8, os 


E 


varía 


ЕРОС 
donde Qo (дә, deg, .... drn) ва una distribucióu va el espacio. mues- 
м леме бешш pel i Mead 

Dro 


= Pa Gn Po ng se Po d). 

î la distribución go (49 no tiene átomos, entonces según к > 0 
fijado so puede sempre elegir los números ay (6, e) Y ax O. e) do al 
тодо qué ej (0, ө a, (O у 


want gene 
Vents e [rl 


Naturalmente, esta lección no os unívoca, Supongamos que se- 
puedo elegir estas (ur de modo que sean continu. “Ша oy 
пие cada una de las ecuaciones a, (0, O, i= 1, 2, 1 € Ө, Tenga la 
niea solución ¢, (0, s), t= 1, 2. Entonces lax correlaciones 


Qo (а, 0. e) < 0° < o, 9. o) 1—к 


y 


Qoia 9* o <0 < ca юре 1 e 


A poen 
кай 

Kitanos gl ol lo ашна о do me domos, los vóm eros 
нА фу) se deben eee partendo de i бед! 


want È wange 


Empa la igualdad correspondiente: Sl contin trayendo dol 
os ja Sontiniamos construye 
modo monconado larval confidoncial con 
Soeliciento de confianza no menor que 1— €. 

Evidentemente, partiendo de distintas estimaciones 8* del pará- 
metro O obtendremos diversos intervalos confidenciales. Es destablo 
que la longitud del intervalo confidencial ses lo más pequeña posible: 
For eso, a) construir intervalos confidencialoe es natural basarse on 
las estimaciones eficientes o asintóticamente eficientos que se obtienen, 
por ejemplo, mediante el método de verosimilitud mizima. 
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213.3. Un método de construcción de los intervalos confidenciales. 
Supongamos que la distribución Ре (42) no tene átomos, y exista la 
Falo g O, y ra тю BE @, is Za <: 2, € JP que poseo 
das propiedades 

ШИРЕ ag? бойнша у mondo эйи o y 

i (eU, zi гь у зл) < а) шо dopendo de 
paca da a f "eds s delis de la medida Qu on el p- 21,3:2). 

A base de к > 0 fijado elegimos los números о (0) y аз (e) de 

tal modo que 


Qu (ai (0) < E, mete ж) а, (8) 1—6 


o, FS gta de la condición 2) os moros a, (e y e (6) по depon- 
" Designemos con ey, i = 1, 2. los números que satisfacen las corre- 

cons ay ei lo A (0). Lm T. 2. La magnitude; 

dipende silo de £j у... Za Y e Es Hell vor que 


Фо (661-6 


es) vs el intervalo confidencial con coeficiente de con 


пет Û ron. sem 


y Ko es conti 
comprobar. la función 


Pote) Fo (d ++ Fa (n) 


satisfaco las condiciones 1), 2) y entonces pus 
{тиг intervalos confulenciales. Además, ya qi 
nogin т 


ja y monátona муни 1) Como es 


Ta (rh ты continua 


ө pem aco 
E жа бс; 
1 m ami 


An suma Ў) log Estas) tione 1а distribución gamma 
E 


Qo {leas < Y lee Roe) <) 


Tg etde 


A partir de е > û fijado se puede elegir los пішегоз dy Y ча 
as < а, de tal modo tatera] a la derocha sea igual a Û — E. 


aoma E 


De aqui oblencmos 


Sem Й rem 


entes sólo de e 
1 para û eon y 
s DILE MAE p 2) 6 
continua мета 07 poro ne es Shligaloriamento moni 
SER lieet a Ghia ceri dum 
Ealo mismo principio puede ser utilizado también 
de lor dominios confidenciales cuando ex 
sonal 


la construcción 
өте multidimen- 


ae 2506; Método de, Bayes. Aplicando, el método de construción 


lenciales basado en la formula de Bayes, parli- 
"i que cl minno pardies Ө te ашы Bo 
ipone Vault que conocemos Ja disinbución пуно del pari 
ipto. Designemos con q (O) la densa de osta distribucion reel 
de la medida de. Lube intervalo JP 


09609 ر 
O(a °‏ .0 | 
8 


Por eso la pribabilida iciona! de que cl. parámetro 0 está entro 
es e, y 7а а condición de que 0* fijado «e «xpi por la Tór- 


некле fein 
) 


Ahora, por medio do е > 0 fijodo podemos determinar los náme- 
кө a (09.6) y е (090 de (al modo que 
Р {ч @*, d <O cat i-is 

Аз, pues, para 0 est obtenido ol intervalo confidencial соп семе 
LE X s 

método no siempro es cómodo, ya que en algunos casos no 
hay razón de considerar aleatori Чо o. ы es aleatorio, no 
siempre es conocida su distribución aprioristica- 


Capitulo 22 


ESTIMACIONES DE LOS PARÁMETROS 
DE ALGUMAS DISTRIBUCIONES 


22.4. Estimaciones de los parámetros de distribución normal 

22.1.1, Estimación de la media con varianza comocidn. Sewn 
ap mae za observaciones independientes de la magnitud aleate 
Ha тон densidad de distribución. 


‚єт, 


Е 


Monde 0 өз ин parámetro lescumocido у i, conocido. Подання. 


mipan 3 o 
КЕ] 


—^———— ist 
con pic. Мн" > бу Mo Ut = P e ete modo, де 
"— P 


ree vto TON. zp, s onde mies 


dela den 


паана مه‎ da P. tuii 


ddad 


v Cramer Ron en el es 


tiene distribu val 


T 
con los parámetros (0 1). Hallawdo com ayuda de n>0 fijado 
as tablas) tal nimero e, que 


vencemos 


ae LI 


do donde. 


Aquí Q dn. 


хайа, x, den. Do esto modo" (os 


П “- 
eae es exp (— ‚ 
09 E), rem. 
dome O € (0, эл) ея un penetra desconocido y ө, conocido. La esti- 


Weston eficiente para 0 será 


ET 
T атан ойн 
шылый: 


Moar- 2, 


[I 


conte 
Че (dry, зу, ses dende 
— 
кишен 
ъ{ 
эч quo (A, Ê) on t intervalo, Fundo 


32,13. Estimación de la varianza para la media desconocida. El 
problema ds el mimo фик en e punto 22.12. in embargo. el parte 
Air а м consider desconocido. La estación sentada сопе АЫ 


30 


para el parámetro б será 


Hmm я>. 


= 


[rr 


donde 3= X} ay Vora éste 
a 


T.‏ رو ر 


Lene distribución x? con (»— 1)-isimo grado 
^ del mismo 


s buste 22 12. 
та de la medin pora la varianza desconocida. Ы 
мәш e e voran que du el punta 22.6.3 1 
тег @ e» бетон Cor 

Ada y es com lale. Para const 


1o maguitud ŽES, donet EN) en zt 


mos el hechu de 


son (а — Arósio grad de beri, La 


ЖОКЕ 
D Mm tone el aspecto de 


AM меене el 


obtendremos 


doude Q tz, des 


andae de 
pues, (7 


BU 
Ja estimación insesgada para los parámetros 


bowe la ecuación 
n 


ба» ін) es anintitieamente vficinate c 
von independientes. 


222. Estimaciones de los parámetros 
de las distribuciones binomial y de Poisson 

22.2.4, Distribución binomial. Sea que la 
valores 0, 1, 2. .. con probabilidad py (6) = Cot (1 — 09074 
ko 0, 1.2... N, respectivamente. con la particularidad de que 
el parimctro û, à e D > 1, es desconocido. Sean ky ks. А, 
vsultados de ^ observaciones independientes de la 'magnitad £^ Hu- 
kamos 


ш è toma, dos 


[T 
y 


Entonces ® es la estimación Insesgado 


4 parámetro 0 para la cual 
ETE 
so eon BET, 


Do otro lado, no es dificil caleular que 


De эри sigue que 0 ela estimación ccn dl parmis 6 
ve lt c teca Tac cine t ho de 
E PERIOD es anntóticamente nomnal con los pará- 


y hallando uz de la condición 


bj 


vDtendremos aproximadamente 


BNET 
o <<} 
dish di viso pá ld 
roris 


ons 
En 


TEXT 


2, dos ext 
эт 


wes del interval confiden 
won Tus raices de la veuación € 


Jn particular. s en el esquema ostuidado 
Aromas que cT resultado de la (сбыта observación de la pz 
м la aparición o la vo aparicion del suceso A = {E 1) da 

igual a U, BU papel de e ем 
Ue Le Monde v es sh niens de aquellas olesriaciones durant l 

е град el suceso A 

22.2.2. Distribución de Poisson, Tenga E 
Poisson, 19 Фф 
las probabilidades 


tra desconocido. 
"ona estimación susesguda del pu 


ут 
[ns 


И 
‘significa que 3 puede tomar lo» valores U. 1, 2, 


оне б< ou, endo t 
z o 1 


donde jg, ky Aa мир lus resultados de las oleae 
tes Mo Ta nain E Pu este 


Maie nj 


su 


"oral con los parámetros (0, 1, Por eso, para n 
Ve тыйбай spend é 


[ec V Fers <a} 


P 22A y la medida Qu se 


donde a, se elige del mismo modo que ¢ 
Чалыы por la Пакана ° 


De aquí obtouemos que las extremos del intervalo confulencial cou 
cveticheno de confianza 4 — е som raices e la ecuación cuadrática 


Subrayemos wua vez 
p, 222.1. М intervalo ойде 


223. estimaciones de les parámetros dela distribución 
nome Y de e dat T 

22.8.1, Distribución uniforme en el segmento, con extremo fi 

Zis ae sos ғы Observaciones independientes de la maj bi 

emoria Pici шийше нш cu el ишем je uo М 

Berne O desconocido! Pragamos uj a, ana a He Med угы 


0 y de función de ves 


f: om los demás casos 


adquiere el valur måximo para V- эд, No obstante, la estin 
Cs sengon. La estimación тарада del parámetro V жета 


mot 


eatit 


zt 


Eu este caso 0% tondró In varianza menor entre todas as estimaciones 
подан igual a 
Mi erg. 


рейдин ooa Q (dus dre... dn) а mida га I. ш 
densidad specto dele tardia dl Lina Do ium a mas стз 


++ =n). Señalomos que la distribución de la magnitud 57 no depen- 
y 
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dede 


[IL 


Segón к> dado escogemus a, de tal medo que 
НИЕТТЕНУ 


de donde obtendreimes a = ك‎ 


i Ам pues. 


a (aeo Rr) n 


db, o nte (ад, ¿E 


esconidenctal con совно» decon- 


ә rte medio SE. y 4 recodo y= 
Т", sorin, meis ent, le estimaciones 
dui 


las ади» 2f y id se determina por 


La di 
Jn. densidad 


DP [S 


donde & € <y < s € Vr 


3.8. Estimación del parámetro de escala en la distribución Г. 
Supongamos que la magnied alestoria $ tiene una distribución Г 


САГЕ 


E, o) Ас, eol 
distribucion КҮҮ 


eer 
Run- { 


a, qure las obuevaciones inde 
wa È Ган estimación efie! se 


La „ 
эл 
menis 
dnd 


мине. luego, que la ii 
distribuer 


P 
den) va II^ sc determina por lo 


@ on el caso contrario. 
De este modo, al obtener los números a, y a, de la correlación 


(nen Een) 


determinano en iterato cott (225... b~) con 
coeficiente de confianza 1—8. io 6 
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22.34. Estimución del valor medio de la distribución Г. 
qus otra vez que la magnitud aleatoria E teme a titulo de 
асби Ta distribución 


КУЯ 
н 
"wo s se 


соп el parámetro desconocido U. 0 < 8 < ос. No os dificil calcular 
que en este caso 


WEIT GUN 


El método du momentos Меха a la estimación mt Mon dom 


Wd decia V Pre cle MU C y Mei OP e, ta oie 
Өрүлүк үн Ex бы, 


1 
өбө = — 

(кысы 
Ау sempre es menor que uno, Va ө 
peer de н 


IN log зи SREO n, 


METODO DE LOS CUADRADOS MINIMOS 


23.1 Estimaciones del método de los cuadrados minimos 


22.4.1. теп Sean representados: 
los таан de cs de slm parámetro desconurido 
ШИ 'del сна! conocemos que puede епш los valo 
ros Mol omine Ө ol espacio medimensional 107. ги [oma de 


n lO. t 


элү. ы, 


nes contendat salvo el parámetro Y ey v» 
"observación "Se supone que la pera 


dide лк. эу чөн 
ныла ар Е 
ийа del vert € e U EXE! 
Nación т най al verit muli Me. — 07 lo que ormeoomdp à Машук 
Sn obee Павао а de errores чикне, та le ahe NaC, 
En la estadistico matemática e las» mólodo de lov cuadrado 
milies cl todo de estimación “estadistuca, puntal (por. Puntos] 
furari on el sguieute principio de los cuadrados, айтка, ule 
die estimación ЧЫ perímetro eaconocido Y va ПГ, se «lit lal valor 
TE @ pura el enal е her el minime de la nua de cuadrados 


«me X lun 


СТ 


Ñ а f û. rape mín Y da 09, е 
E LE 


La estimación Û que га la suma de cuadrados s (0) se lama 
Cstimación del método de los cuadrados mínimos o estimación МСМ 


ol parámetro Y 
somo método de estrumación estadistica puntal. el método do los 
cuadrados futuimos se utiliza ampliamente al manejar lor resultados 


dde edicion "analis de regresan. de planificación de experi 
mentos, la econometria, ele. 

A iiferencia, рог ejemplo, del método ue secosanilitud máxima 
sl ompleo del método de Los cuadrados minimos ту Supone la inlor- 


эв 


marin apriorística_sobre ol tipo de la distrsbución de magnitudes 

argo. en uw modelo ton general como 
e paramet a poen propiesdados pti- 
lertu grado lena, excepto el caso cando ey están distri- 


E 4. Existo una situación prácticamente: 
importante cuando las estimaciones МСМ. posen, incluso. para po 
ueños volúmenes de muestras, la propiedad de ser óptimas, lo quo 
ensiste en que Éstas som inseszaias Y tenen varianza minima: Este es 
Sl caso del modela Hincal cuando Ө = AM, etre 


yo =н Жый, <<< ori 
A A лба Ры aa 
E бый E Ка, 

(Xe as 


el vector columna de las observaciones, 


met 
[mu lw mJ. ln matron de стин 
ЕО ы AN vector columna. de lx pardmetros 
lesoneeblos d'a tomar +" me жуук] sortir coh 
Ae Tos errore alentorn 
Te Piani se upone que Mes y n) 
donde at s la varianza Деспина) de las magnitud 
incorrelneionadas igualmente 4 я 
Mie 7 BV. donde ce una matriz c ЕК de 


mici, aa к Meva a Mee 
Em del parámetro (en (1:3) secun los 
и rl vector que. minimiza, 


yw "в 


„ Estimaciones MM en el modele final regular, Soa e ol 
койде ш det XX м O. Fade modelo e luin regular. 
He ениб МСМ () del parámetro 0 o solución del sitema de 


Я Xê» u 
` [E 1 
además, MÛ =0. Mb (d.— =at rt 


Ta estimación inmesgada para 0% os 


(y—Xr (у. 


3 [»- 5 s f. 


“= El 


аз 
5n 


23.14. Mediciones directas. Los resultados de las modici 
lependientes reiteradas se representan en forma de 


donde Ves la ina е зе mide, v, Son los ervures de las mediciones, 
Та matriz X e» el modelo lineal (1.5) para sl coto dado representa mi 
vector columna de unidades. Si Brg o hablar de las mediciones. 
equiexacias directas. 

La 
[e 


Si Пед = = ‚ donde pu som conocidos y. hablando cn general, son 
distintos, 50 habla de mediciones no equiexactas directos. 

Ta estumación МСМ 6 para las mediciones no equicxactas directas 
ene +1 aspecto 


aam 


ademas. 


а estimación insesgada para о? es 


t ГЕ] 


Š mb 
(a=) JD p aet 
2 


23.15. Estimaciones МСМ en el modelo lineal degenerado, Si el 
modelo пом (1.5) es lo, es decir, det X X = 0, es cómodo 
efinir las estimaciones МОМ en lórminos de las matrices invorsas go- 
neralizadas, también llamadas sendoinversas 


мо 


Sea Ш una matriz ут X т de proyección que se define univoci- 
mente por las desigualdades 


пух — XN ndn 


Se Iama seudolnversa (inversa generalizada) do la matriz X'X la 
тш: (CX) 9 беши рос Ta рн 
(Men = OFX + aan 
SE del X*X ж û, D = 0 у, por consiguiente, (XX (XX), 
a decir. en cre caro la matriz seuil vera Coipride con la ivei 
Si gi edel final e degenerado, el método do ius cuadrados it 
vimos define e) subespacio de vectores en el que se consigueel minim: 
де sima de cundradoz (9 cn (1 0) y al cual tene el ренә 


QUXICOX^y + Mh, 144 
нй 


donde A es un vector arbitrario de Вт Por esta es мо 

Tineal degenerado sc estima no ol parámetro 0. 1 
vetro, donde Iis» (hy, t=T, k, у = T. ml es la matriz 

, ех un mimero arbitraria, pero аб. 

п lineal BO del parámetro 0 ж llama estimadora si 

BM = 0. La estimación МСМ 20 de la función «stimadora B0 tiene 

por opresión 


B= noc xy-! xy, KEGI 


además МЕ ¬ BO. М |лб— Oj 09 — BO = aft 7 Xy 7 "gt 


La estimación 
se i ХУ tí Xy ош 
donde  — ХХХ”, ез ol rango de la 
Si луй у Бу) son dos funciones esi ч 
Cov (80, пф) = оч XB; um 


29.4.6. Modelos lineales con parámetros aleatorios. Aualicomos 
ol modelo lineal de la forma 


0 + &, [x] 


dondo y (y. Ya, < + aj es um vector de los 
X= (riy = o y m). una matriz de coo 
ОСА 


dores a observar. 
илме» conocidos, 


9 = (QUU... bg), un vector aleatorio desine ido con esperanza. 
matomática MÖ ` 2 y una matriz de covariación M нса} (0 ayer 
P EY ew un verlor de errores tudependiente de, 


Memo, мек — o 

El problema de la esti vector desconocido Ө por el 
todo de los cuadrados minimos consiste en determinar la fonción 
lineal à del vector y de los valores » observar, en la cual la magnitud 


E 


aleatoria. 


soa Xw хас. S qas Nous cum 


za matemática mínima. 5i el vector а de las esperanzas 


tione la esper 
та del parámetro t es conocida, entonces 


Wotemát 


ТЕГА “зу 


domlo L — CX: (9 + XCX^)-3, además, MU = a, М @ — 0) (6 — 
— = с — CX (бү XCX Y^ XC 


SI el vector о ез doscavocido, entonces 
= оак ГЕТ 
n la particularidad de que M [6 — 01 (0 — ûJ oè (xp 
Ta estimación MOM del parir ما ا‎ A 
caso del parámetro detetminado. .. 


sto ox cierto, st incluso det X'X = 0. Naturalmente, aquí, como 
ou el caso determinado, hay ¡derar las funciones lngalos a 
Estar el parámetro 8 y pu vez de (AX) usarla matr sendolnvten 
AO 

24.1.7, Propiedades de las estimaciones MOM. Las estimaciones MOM. 
еп ol modelo meal geveral 


O + e, Me=0, Cove m oM, de XX en 
(0.22) 


posten las siguientes. propiedades. 

%) 14 estimación MCM Û ex insosgada 

by Si in EQ) es una таал по dogenerada, la estimación. 
MOM ез conciliate у el vector Y 
normat 

©) Teorema do Gauss —Márkov. La estimación MCM Ù tene wa- 
апаа minima en la clase de todas lar estimaciones ltneales tnsesgodas 
dol parámetro 0, con la particularidad de que Dey — XU son incorrelo- 
lonados. a 

En la clase de las estimacionos insesgadas ln estimación МСМ: 
en el modalo lineal no poseo, hablando ou peucral, 

SL el vector e en (1-22) está distribuido normalment 
sida, МСМ Û del parámetro Û, además de las propiedades a), b), cj 
poseo las sigulon! 

9) 8 es la estimación del método de verosimilitud máxima, 

ва la clase de todas Jas estimacionos 


{û —@ı es asintóticamonte 


1) 0 tiono distribución normal con esporanza mutomática 0 y mae 
tris do covariación oF (XX). 


ЕЯ 


g) La magnitud aleatoria 


SS Y‏ ۸8-یا 


== A 


tiene distribución yë con n—m grados de libertad, 
1 


b) Las estimaciones Û y = 1—00 — XÊ (у— XÔ) son suli- 


pare la estimación de 0 y 0% 
i) Û e y—XÚ son independientes. 


222, Modelos lineales de regresión 


23.2.1. Nivelación de los datos. En la: 

¡ado so exige estimar el carácter do la dopondencia outro lus. 

ve {саж observadas, por ejemplo, entre los parám 

Чо los procesos tecnológicos y la producción acabada, la luminosidad 

¿do las estrellas y sus dımensioner, la cantidad do precipitaciones atmos- 
Tériens en sector dado y el rendimiento de la cosecha en tos, ete. 

Î problema fondamental consiste en la nivelación 

de perimentalcs con ayuda Че curvas espe 

cialmente elegidas llamadas lineas o Чез de regresión que con 

mayor o menor seguridad caracterizan la dependencia do correlación 


general, do- 


Ina MEL кде M IER 9 


mo laman regresiones (teóricas) de y en È y de E en n, ectivamento. 

UTI IS E Rep Ele Mo d 
OPE адар AS ADAC ED. 
ee ER E A ЕЕ 
n E n S y b ا‎ ol mínimo con 

ie M IN 
ТЕЕ ai eviten ut 
A mg ere 
Re nent e setatis ade a AE 
pee a 

RU as e ini M BELA tilii a 


00+: 
yO +02 + e. 40у 
Oy 4 ln 
v= ++ 

1 А 
"UE 


390s E 


аре бдаг 
#-%+Ф% loz. 


23.2.2. Estimación de los parámetros de re: lineal. Soan 
z, el valor do la variablo de regresión e yel valor 
dius ev m sitom ы ару атата EE B ad 
lineal de regresión puede sor representado en la forma" 


эй = rO, a) + cm Tos [x 


donde p (y) y r (O, s) soa funciones que se considerau preferibles po 
disc da "relón. елан эмге la variable баттын Y 8 
Serisi ортен, son  rerculridd de quoc rr] er il 
v f son magnitudes aleatorias incorrela- 
мес mulas. 
S. e) on (24) puedo sr 
obtenida por el método de los cuadrados minimos como al vector que 
тїшїї la suma de cuadrados 


nS 


im Some zor ea 


El modelo de regresión (2.1) es un caso p del modelo lineal 
кармо y = XO е, det X X s 0. Por eio, si la matriz de covaria- 
ción Mee" — 0%, ontonces la estimación МСМ Û del parámetro © 
on r (6, =) os la solución del sistema de las ecuaciones normales ХХ (lee 
Т, у, por consigulonte, 

Kaya ea 


ET La función p = p™ (r (0. а) 
dre dp es P (oo A p (s 2) 


de 
Б Pi te 


oO Dulonces. 


La línea de regresión muestral es 
PS 


su 


PIEMPLO 2. Regresión polinomial. Sesa р (И. гй. a) 
0, -- 0,2 +04 ... 0527-1. Entonces 


а зәр... ара o 
z pa ap ү ael A ). 
4 EC cn s эл : 


La estimación MCM Û es la solución del sistema de las ecuaciones 


a Da 5 
Ya Ya & |. 
Ут хф & 


La linea de regresión muestral es 
ГЕСС emet. 


Lo mirsiPLo 3. ltegresión exponencial. Sean p (у) = In y, r (0, 2) = 
Zo, bye. Entonces 


(E) rS) 0 
зев y 
DEDLTEDEDELDS 


2(2) 


La tinen de regresión muestral ^a 


ê 


m 


23.2.3, linomial. La aplicación práctica de la rogre- 
sión Воо tione an delecto dal: sl aumento del roda de 
polinomio do alisamiento oxige realizar de nuevo todos los cálculos. 

"En esto caso os útil emplear los polinomios ortogonales de Ché- 
bishev. En vez de estimar el parámetro û — (фы < бу On el 


a 515, 


modelo 


=0, ыбы rd ... тн 
se estima el parámetro æ = (а аз, -> A" еп ol modelo 
vı = o (z) + e (ed ess 


+ emma bts (4 


donde qy (z) son polinomios de grado #, que poscon la siguionto pro- 
piel d gelidis e e T x 


PLI (emm kr 


FL modelo (2.4) eu forma matricial tene el aspecto 


ут Puce es 
dondo 


Daip =», ЕИ 


Para el parámetro æ la estimación MCM tiene la fornu 
e [2] 


БЕТ 


decir, 


2 ШЕТ] 


5p 


^ 
Los polinomios ortogonales de Chébishey qa (2) se caleulan por lu 
fórmula 


miet, qan E, * 


Tah dn 
donde 


E 


Mo 


o men de las relaciones recurrentes (з) = f, 


У ача n 


m „ө. es 


pom 


- ГЕС 


Be- 
donde 


he 


Capítulo 24 
ESTADISTICA DE LOS PROCESOS ALEATORIOS 


rios so observa 


Al distinguir las hipótesis para los, E 


la trayectoria del proceso aleatorio x (0), ¢ € (O, T]; ос! 
distribuciones de dimensión Tinta ha: “tipus, 


T) зом la cual os 
o de las funciones 
y Tunciones continuas 
discontinuidados de primera especio, 
lorio hay dos hipótesis M (i = {s 2) 
Correspondiente al proceso en el espa- 
Olê Fio, yy O pa G аео дорт generada por conjuntos 
cilíndricos, véase ol cap. 0) Valléndose de la observación hay que 
Fesolyor qué hipo леги 

Son H cert mogla según la cı 


lo 
ides 


ање) ейн: 


aec facri cnm am. 


Ел natural buscar tales reglas que hagan minimas las probabilidn- 
des de errores, Corio veremos más adelante, en muchos casos podemos 


ma 


N E нен E E PA Үү Ка 
IE rre pl yr E ions 
Жэуб han Geste CYE dE a loma o ырден Beste C1 E 
EAR aia n. Vae petis Эс ctore ein dadas pr la 


24.4.2, Continuidad absoluta de las medidas cn los espacios funcio- 
ales. Al resolver los problemas de estadística de las procesos aleatorios 
pega un papel importante la continuidad absolute n la stopalaridad 
de fas medidas correspondientes a los obenrvación. Sean. 

bra de los subconjuntos de 


"a { pi ne an 
Ea función te Dd Hama densidad de a medida js respecto de 
SÍ qu са мифи alsolutamente continua specto de fass as modi 
da go Homes етуге, cuando y sio eundo a 
do (1.1) sen p todos los puntos de la medi 


co 


мепм= f ots 
EN 


mien з= | p5 a) pa (aa) 
cha 


PS, cr de Neu — amen da Ia cegla де dii 
me das hipótesis y зарба la cual para шы c € O = атаа 
Minima. La regla mencionada es Sptima on cierto sentido. ЕСН» 

mento, sea que existe una regla con probabilidades de errores Guy yj. 


Con ayuda del criterio de Neumann—Pearson se puede construir una 
regla según la cual ci, < бу y с; es la mínimo posible (es decir, 


"PIA 
n E tamos el criterio en función de las propiedades de conti 
элде blue mulas de as medidas pa y pi corpondieies al 
Dosen en observación ein las Ripoll, Y Лү 
оаа pe Ys orofomalos. Entonces э pucia Indicar tal con- 

уо A gee A EG aopen h 

oed ү ач C) Cos аара Ja pita 1 Las probe 
dades de errores sor 


a= m (G) =0. 
am == m (Fro, ry — б) ™ м б) = 0. 


caso considerado puede existir una regla infalibl 
le los hipótesis, es decir, tal mgla con la que a 


Do osto modo. 
de distinción 
‚Ал 

| Boan ju y By equivalentes y sea p (r (:)) Ja densidad de pa 
шерш de aap a EN S O para casi odis las (7 чп la medida 
pu Той дме 


пу = еура SAN fum (е) зра CD = А). 


Sotisfaga Ñ Io relación 
Mf ens mig Tot 


Para (0, 1) vta exit, ya qu para à recent desdo û bosta co 
опе Malitegia va ами 
a A ay qeu e sono 


damp sns 
an= (Fjo, 1 Om i — (85: 


D iH) cs ls U Pe, en este caso Gum Ug 
Ye nts au ER Ul) aT 
3) mo Uli < е, m (g U Г) >є. enlonces se puede construir 


ch rigent criterio randomizado, dado por 1 funcional, de jro- 
habilidad pe (N pa = 1, si (YER piz(3)0. si rE 


zu. 


ar quo cuando la medida ну (y también ui) es continua, es decir. 
mo deinen. uayoctorian cod probabilidad positiva, entonces en el 
Chee 9) también te quede construir e criterio mo rardomirade: existo 
VID e S que py (0) e m Ut. Poniendo Gi = fip UD. 


— D obtenemos la regla con, € y da mi 


Gym Fio, ту. 


. Cabe seña- 


206 


£y rj Pg Tg, Ре СУ 


x 


DELE 


EI 


c. En el caso general so 
verifiquen las igualdades (1.5) y 


пу САТ р С) <A} US Т› = (E (YE 
ШЕКЕ ЫЧ 


Si e> — ps (5g. entonces, eligiendo б, = 4, UA, Ga = ân 
tendremos 


=p (8 0а) =1 = و‎ 6 
ти = pa (A) m D. 


Sie < 1 — һә (Ад, elegimos de tal modo que pz (t) & 2, pa (Пр U 
UT) > € y procedemos del mísmo modo que en el caso b. 


"Asi, pues, para construir el mojor criterio sogún Neumann 
Pearson es netosario saber construir 


та, así como hay que со 
uma u otra hipótesis. 


2.2.1. Designaciones principales. Sea x (£) la trayectoria que te 
бтр del proceso y e end determinada on Оре ШЕШ. 
EGI бр zr denda Dn. o ol apes dels funcione sin dean 
miilades de ‘segunda especie. Según la is, ET 
тА crm Тыңшай! 
cuya Чеди característica so da por la fórmula 


нуш nep (im + 


en 


donde las funcionos П, (i, А) para todas las 4 borelianas que están 


Auna diana positiva del punto O, эп vontimuas y ла фо 
(son contigua P (0) Ma O, 4) = À (es deci, 
Hae que т (O) a D: Bi лә qu Re, m puedo considerar la función 


RU. (5.0); gpdcames las modio en los subconjuntos bore 
Топоз (0, 7] x A: 


ame d dith в. dn. 
Den 
Luego, sean Aj, А, y А tales coniuntes disjuntos en [0, T] x M 


wor КЕК 
рал EA RA 
ES 


tiva f (e, 2) que 
mn saf то. da ахат 
n 


min m= i FA, nadet x de). 
ES 


Determiuemos lo medida empírica de saltos: 
vea tmm X aate ee en 


Jue ol proseso no Viene discontinuidades de segunda espcío, osta 
Барый os Taita par todos on paro cito b ЫТА 

e ey 2). Designemos con аат ai 
A iS 

24.2.2. Condilióncs de ortogomalidad. Distinción аы de las 
A Les madida we y e Son oriogonale sl e cumple Hune. 
Vb do lae condiciones 

{л (М e Ар = Feet 

рага cierto c € (Ô, 1) 


me nif INI > m 


PEL rH 


бй = ш par өнө гє, тр: 


2 omi [ ATA reo 
xn po == b (f) para todos los £ € 10, T], entonces está dofi- 
a= f Tye e. ntu, ant es 

Vera estt 

Gy aou. en 


Indiquemos las reglas infalibles de elección do la hipótesis on 


cada uno de estos casos. 
a) Sen m (A) — oo. сов бу el conjunto de x (+) € 
€ Dio, ту para los cuales va (A1) > O. Si s () EG, aceptamos la 
зир Ma; si + (2) E G, admitimos la hipótesis Ia. 
S Sea (AD = Hon, бен сон бу el còmunto de x (+) € 
£D, ry port lod Ai 1a 


hipótesis Hs; si = (1% б admitimos la bipóteste I, 


s 


22) Sen m Hs, z) =f (s, 1) > 1 + e) = +00, Elegimos la suce- 
sión creciente de los conjuntos medibles В, de modo que x, (В„) > n, 
Ls e, papa para (2) Є Bp- Пентан con G, ot <onjónio di 


lay (Ba) =t. 


LZ 


si 2 (C) EO, aceptamos la 


Si x C) € Gy admitimos la hipótesis 4 

Rust s Я 

a Ry (e а): / s э) < 1 — e) = ev. Rlogimos a sucesión 

crocionto de conjuntos шей В, do modo que a (n) S к. O 

DEA e para lo 71 E Б, El conjunto фу зе construyo igualment 
аба Za. 

3) Blogimos tal sucesión de particiones А = К 


magnitud 


Van quo para la 


LS a wa) Bai an m ap 
A REESE GR 

a 
so cumplo la relación S 058 < oo. Entonces da bipótesis 11, 


жома si 


LP 


× n ,وه‎ 
Van) F a Vna 
si esta igualdad no se verifica, se acepta la hipótesis Hg. 


4) Supongamos que 


[xem 


mixin > oo.‏ ا 


а, (6) está determinado por la relación (2.3). Introduzcamos ol proceso 
ао | o [vdd gg ateo | 


ol donis 
PO 
Vel 


i. Considera: 
te^ Acalicomos dos 


remos que 


5% 


a) Sea con cierto 850, b, (te) < (1—8) balts). Entonces, para 
cada n se puede elegir tales puntos iy < fni S tpz аа Сое 
que (1—8 Pos (a) Pe иы] > ê (4) — Di (aa) >0." Tomemos Gy 
igual al conjunto de 2 (.) para las cuales 


1 
a +Ù s er teta 


db Sea con cto $270 bet G (1 D bug. 
puntos б< иг Sha 8. 
рна ра бити cim 
conjunto че z (°) pora las cuales 


Ung Gn A mr an t 


ws 


T 
II, w admito si z () € 


y lina) — Y nar) 


a un @ > 0 satisfagan la idad 0, > n“. Designomos con Gi 
Nite de г) para los culos 


LL SE Ганеша) as) En ael 

LI -il DEI] Jx 
Xib (nk) — b нљ) =0. 

EP AT hE 


j. Condiciones de equivalencia de las medidas. Se: 
condiciones 


а 


cumpli- 


п. ьш = b; (9 = b (9+ 


1V. La función y (9 es absolutamente continua respecto de b ( y 


TS) eos 


Entonces lus medidas u, y ру son equivalentes y la densidad de ра 
ородо de py te de por la Formule 
T 


etch (| Plan 


т 
1 C (ay 
- j (99) 0+ 
+ In [6 Ivy, хау) — л (doc t 
neni nee 
+ Jo Hs, gi vg хар 
nidore 
+ È mre nm esae exp) + 
dere 
" MH Ad O4) 
n 


integrales en la fórmula (2.5) deben como estocásticas). 
Cee os ie быр p X esent la Función prn 
de la magnitud In p (z (-)). Para la hipótesis Hy 


seen (Le E (FEY a+ 


[annees =I, oc tn, 


: 
iie ao cd | (Bp t m to 


M oxp (is In pir (3) =exp {. 


+ e |х 


— 


526 


donde 
т 


s Gyr eos 


۲ ) و‎ 
+} Goff rcu) чао. 


2424. Caso general. Es evidento quo sl Ya, (А, U 44) > 0 10 
wd erue а ee dads OR Ga 
SERES ACE RECENTE 
Ve asp [mp goi момен m 
Ж ы [dial de) egin qa dra 
o dan 


foie | | (an 


пр) ru xan 
donde 


nosnu Û j qma 
[LET id 


parámetro del procesa! de Poisson. 
s testes аан tore 
VU CET meo EE 
FERAE TS EIE ET Tesla 
САЯ 


rem, 
Fn este caso, la medida x, (dr X 48) tione para JF € I por oxpre- 


sión 
zy (ds В) = dy de xg (0. 
Entonces las medidas ру son equivalentes y 


sem) 

Ls evidente que ol dominio ре (9) <A coincido con el dominio 
+ау<м—м+ BÊ, or oso, la reglo, pora la conl aqar 
nma 

= 


Ке 


ют 


y an es mínima, se construye del modo siguiente. Designemos 
con Me tal 


AA 
— 


X, e). mones, para x (T) < я, to acepta la hipótesis, para 
Ый > п, 50 adinito la hipótesis a. Si z (T) = ng, con la probabi- 


[— x gen] (e em 


m 
ж meopta la bipótoxis My, y com la probabilidad o 
р ie gy ns, | (Pia лм) 


s0 admito la нуна ГА 
242.0. Determinación del 


оа medio de Wiener, 
de Wiener von modia 0 y varianza t; para la hipótesis Ja, con modia 
pa'is Las medidas Ju Y и tow equivalentes Y 


pe cime fn- r}, 
Es ovidonte que el dominio (р (x (-)) < X) Lieno el aspecto 
wir 
+ 


(consideramos y > 0); Par la piti ә (7) ере distribuci 
Er PP para Ia piis Лу distribución 
тога! cou mea Y7 y varianta + Salaage c (e) la elación 


ne 


ien. 
LEE 
Aime T T os la hípótosis MT, si x (T) <A 
vrai amm Rem manm 
wm | oc 
чету? 


ses 


14.3. Distinción do as hipótesis 
para los procesos ditustvos 


3,1. Definición de operador de difusión. Sea > telo 
e vigent de ча peces ivo Se. M ASA] 
vector de traslación del proceso difusivo será a, (t, т) y el operador 
de difusión, Dy (6, 2). Supongaros que las funciones a, (t. 2), Bx (f) 
EC PUDE A S d 
condo Кадр du get ded puedo” dora du 
X(t, = (0), t €10, Т] al os cierta la hipótesis Ha. Esto so puedo hacor del 
кти; 
АЧ 


и, зене У ( (0) (е), ° а» 
^ 
©) ea un producto escalar on Am), ol Halte de (3.4) existe con la 
сыыйа t, cualquiera que ses 12 рина válido, Emonces 
Aun j ОГА өз) 


si os clorta la hipótesis If. 
"LLL $n observación, pare algunas 1 610, 7] y 


LT 


о, virtud do la continuidad de las funciones subiptogralos osto зө 
Шаа cuando para eran t Co Ту Ee (Bu U = (O) 2. 9, 
Fe (Ba а) sb. отоле Ia igualdad (32, puedo cumpla uio 
Jara аА. Kn osto caso oligiendo la hipótesis Ma, si (3.2) so vorifica 
Para, ol 8 dado, obtendremos la regla ialalible de distinción de las 
"añora, sex a lo largo de la trayectoria en observación 


(B, (6, = (0) DIEI 


ara todas las s ER". Entonces В, ft, # (0) = Dy (, z (0), Por oso 
Podemos consideras que В, (a) = Be a 2) para АГЕ, Т1 


Condición de equivalencia de las medidas. Soa нь une 

correspondiente al proceso en observación para la hipótesis Hy 
ión z (0) se considera dada o independiente de fa elección 

прера B (E, т, t 


ELELE] 
i-es эю 


y, con la probabilidad 4, 


ee ran ema 


lindoo estas condiciones la densidad de ln modida pu 


rde 
: 

etaim [Ев si. anti 
b 


: 
ВОИ" 


Sen ей, т) t a), 
eee a 
inita 


ОЛАК 
alin p е L paro la Мумина, па вооа 


H 
eL (6). 40) 


f eis ашуг. 


7 


Digas с йй — 
ает бє к Mamas из 


шу, ж) Ме, qe Л 
la Función uy (£, а) satisfaco la sigui 


mo ecuación para 


Dada LP Qu. A. Ha, (f FAB. а) Dus — 


[aee a+ eu. ots Juro en 
à 
ntes 
a, <... ® son Js condenadas rnm 
® (2) Чике Ja condición do frontera v, (Т, з) = 1 


vl өе. T 
meh ba e e s dede a lenis dl dta 


ШЕ йеп da coordenada espacial: En ette caso, el 
E: Sedan Proceso con Incrementos independiente. De (93) 


qui v es un vector con las componentes. dondo 


и, яе} (a (д, ds 


ai es cierta la hipótesis 4. Por eso, las hipótesis se distinguen con 
Corteza si para certo iis бу Ba r " 


f тро е (0) P 0, 


sl os ciorta la hipótesis I, entonces 
т 


| 1 P( (0), (0) I* dt 0. 


Supongamos quo casi para todas las £ ol vector a (0 pertenece al domi- 
ЕЯ аа острие В Ше x decr, орохоо ta ео 
е 
«() B0 60 


(ara que el vector. (0 se determine sairen, lo elegimos on ol 
lominio de los valores de В (0; esto es posible ya quo B (i) cs simé- 
úrico). Cabe señalar que (a (0, b ()) > 0. La condición 


A 
fem soarce f 


at quinte y цана para a continidad азайа de las те 
SQQ) so cumple, las medidas p Y py son equivalentos y la demain 
de (a medida ү, repecto de у, dana la form " 

T 


ПЕЕ m aryl ot aitaa}. 


de las hipótesis ln p (z (.)) tiene distribución 
TI 


Fco. cuna 
y la media * 


(в. DU) dt para la hipótesis My 


(e (0) (0) de para la hipótesis Is. 


a E 


Señalemos, además, la regla de d. ti ción infalible de las hij 
erp tr in m 


} (иө, ва +=. 


Elegimos la sucesión de las funciones 5, (0 tal que 


г 
{ шыш, bn (0) dt = f fe(0, baarn 


(омо es posible en virtud de (3.0). Entonces elegimos la hipótesis #7; si 
т т 


Jim (ровно оа) ILL Oa (10 


y la hipótesis Н, si osta condición no se сшщ; 


Distinción de las hipótesis 
valor medio del proceso gaussleno 


Son x (0, t € [0, 7), la trayectoria do un proceso unldimenslon 
КОРАН cido de eso cobras Ple A i 

T valor medio del proceso para la hipótesis Jf, e igual à 0, y pu 
hipótesis Ig, a la función continua dada а () (3 el valor medio 
hipótesis J; Totwe a, (0, se podría considerar x (0) — e, (n 


de 2 (0). 

* al: Condiciones de oriogonalidd. Distinción infalible de las 
ii Denignomos con Ls lh, T) el spaio da ls cios e] 
10, T] de cuadrado Integrable, dao ov un espacio de Hilbert ып 


—— Áo 


т 
se Rem | 20,9 4694 un eporndor inont en Zy 10 T. 
Esto operador lineal os totalmente continuo y tiene una sucesión de 
valores propios y de funciones propias (А. фу}: 
: 
f Аи, Aqa E 


las funciones у son ortogonales dos a dos y completas en ol dominio 
de los valores del operador R. y > O y Ус. 

soul One эв desarrolla an na serie sagi le funciones gy (9, 
entonces las a, Correspondientes al proceso y 
hipótesis M, y is, son ortogonales. La regia que distingue las Ыр 


ЕЯ 


tosis consiste on lo siguiente: sea 
m0 Уе nemen. mot 
H z 
si (абас 0, aceptamos la hipótesis My; si | s (02 (dt + 0, 
admitimos la hipótesis Ma. y 
Suponga que Чи) se desarrolla segón las funcionos 
propias фу: 


А 
РА РРА 
1 


si 
=> p 


Ins medidas н, y иу s00 ortogonales, La regla de distinción se construyo 
A dors eh A" gite la тиседи m, do modo que o 


si 


m (SA Sg TS 


ipótesis И, si osta condición по so cumplo se 


ЕН 


т H 
там | eem nar { xis dr 


(la esperanza matemática so toma para la hipótesis И). Sen 0j" la 
solución do un sistema de ecuaciones lineales 


Si se cumplo (4), entonces 
[p 
Elijana my de modo que 


b 


do la hipótesis consisto on lo sigulonte: si 


LI 


Entonces, Ia ragla de coca 
lim ( 3 uiro S o 

à 
mos la hipótesis I, a la última relación по зе cumplo, elegimos 


“ 
la hipótesis И 
4.2. Condiciones de equivalencia de las medidas. En lus do- 
signaciones del punto anterior 
NE! a 
2 w<” [r7 


(S 28 -7% x «3‏ درم 


Si oxisto la solución 0 (4) de la ecuación de Fredholm de primer géuero 
———————À 
pyme ( i E { шнде} вз 


(cabo señalar quo em muchos casos la solución do la ecuación (4.4) 
existe como una función generalizada y las integrales do (4.5) so pueden 
transformar en ordinarias integrando por partes). ln p (z (-)) tiene 


зи 


distribución normal con la varianza 


para ambas hipótesis; el valor medio es igual a. 


$ para Ia hipótesis Л, 


ya $ para la hipótesis Ma. Si es dificil resolver la cevación (4.4) te 
puede usar ol siguiente citro aproximado de distinción de ls ipi 


"Sean af? los mismos que en el punto anterior. Acoptemos la 
hipótesis I, “3 Wry <A y ln hipótesis Л, si POLLS 
Memis, 

Vert YR dae 
donde 


Ya que ay а= NS y para la regla ópticas Че distinción eon 
E 
wuerde. T 
EI E 


ононе oit cete 
ICLE GATA procesas идиш. а и a "ft 
ee BOI ec am presen estacionario para la bipes My. Designe 
Tortor 7 G) la {шыма espacial del proceso, Sta Wo ei espacio de 
{истә £ N que pueden ser representadas «n d forma 
: 


y { eH s (di. 
E 


donde q son funciones de valor complejo en |—T. T] para las 


canos | үа <a. билеле в, ац, con Wr (P) la ela 
H 
тив Wz o la metrics detmninada por a cun 


Vete feo raros 


ерш de Jas medidas y н, os necari y suficiente que 


Para 
la función a (f) para £ ELF, T] tenga la representacl 


an= f mara, 


dondo  Q) € Wr (F). Si eta condición está cumplida, la densidad 


P (E (0) tiono of aspecto 


occ (asf mero) во 


espectral dol proceso + (9: 


Soñalomos quo In integral estocástica en (4.6) puede ser calculada como 
1 
не | фа, 


| 


tal sucesión de funciones quo (18h lr — 0, м sólo 


londo n, 
donde n, 


bn Aym {| eon (ede. 
} 


245. Distción de ls hipótesis obre la función 
de correlación del preciso овала 
So oPserea la treysctara del proceso unidimensional gausiano 
to, 2,010, Т1, cuyo valor medio es 0s dela función de corr 
Тый hay doo Брала: serm la ирйгар Hl trayectoria enun 
a R (t, 9) y segên la hipótesis Жу, a Hs п, д; ее supone que Ra Û 
^ ТН НОВАЕ de srtugmaliad. Como antes dos 
1. Condiciones . Como antes duiignemos 
ent 1 дейдь Correspondiente al proceso para la pite Ma, 
V1, 2. Somo s puedo considerar que estes medidas están cod” 
болада en el espacio Ls O, lo 


ES 


1) Si oxiste tal sucesión de funciones g, (9 € 1,10, 7] que 


иш j IL Den (0 e (0) dtde x. 


ra 
«О nete me oan] -ta ба) 
з 


son los, Obtendromos la regla infaliblo 
3 [d spin gendo ta sucedió de Yr шийше 
qe 


ut, tn D s (de de 


Hats уф») # (orde da > n 


Aceptamos la hipótesis I, si 


({ {тезенә} co vor 

la hipótesis H, si esta condición no se cumple. Do modo análogo se 
Күк-кү үе r 
[rr rs 

pongamos que exta al 6 > 0 que 

К 
sj morra 

* 


ено et Î fue ewca: 


Construyamos ciorta sucesión de tales funciones ya (0 quo 
тт 
je эзан (0 460 para koci 


у {|н шн raro 


РЕ 
(ааа) iu rm. вз 


537 


entonces las medidas jy y н son ortogonales, Sean 
II 
f f ГАК 


гт 
Jem moe tet. 


Obtelconos la regla ilio de distinción de las hipótesis eligiendo 
Mp de tal Dru v 


Sax. 


y weptando la. hipòtesis A, si 


ЕРЕ XIIe] 


Y le мойну Лу ч ема condición поз cumin 
2432. Condiciones de equivalenea. Introduzcanos junto con 
la fun T (t. 9 la función RI (t, з) que es una función simétrica 
de cuadrado integrable en |0, ті X 10. TI la cual satisface la relación 
т 
j RY (t, Bj (u, эф. 


D 


SC (0 y KP К = 1,2, я mm A, 2,.. ., жөп, rospoctivamento, fun- 
siones propias у valores propios dol operador integrat 
т 


тео jt enema 


ontoncesla funcion It^ (t, s) puede sor construida del modo siguiente: 


aftu à- $ VIT 


A 


du) вз 


deseris la derecha caver а а media cuodrática on f0, Т} X 10, 
НАТИ 
aaia ial дз ырыр шша O ды 


Ratt, helt. е; i BV и, чу Diu, v) BY (е, du dn. (64) 


р, s) osta función. Designernos con бу ( las funciones propias 
d Solos propios de e integral drca соп таео ЙЧ А: 


T 
Ash | Du 90 as 


(a La relación (5.4) se doduco que б > — D. Entonces, la densidad 
ru die peu do Us 12 orm 


mm ата-не . 65 
TA lT 


donde & se determina de la función z (0 mediante In relación 


A т т 
= уут ro {шнш ою 


Para encontrar la distribución de la magnitud p (s (-)) s0 dobo 
tenor on cuenta que las magnitudes Ea, para cada una de las ирон 

Son unu sucesión do magnilidos independientes gousslanas con modia Ù 
Y Varianza 1 pava la hipótesis Г, y Varianza UF Oy para la hipótesis 


Ти. Por oso 
Mete tn resto TT LLL 
Пт 


para la hipótess Hj, y 


ма 


ana T etau 


para la hipótesis Ma. 
Como vemos la determinación de la densidad Че una medida 

rospocto do otra y do la distribución de esta densidad cu el caso de 
itas varianzas lleva a la necosidad de delinir las fune 
os valores propios de lus operadores integrales. А voces, 

icular lu densidad y su distribución, se puede no recurrir al cálculo 


br 
"lol operador D y la тарана tas Analicemos la ocuación 


^ r 

a wma Û mesay onae өл, 
ана геше, өн oL coo do Ja oulvalencia do Jan ida, inne 
Бону стан 


ушаш. peces ы lone де Sh y la ls итек: 
A Y а. 


E 


tiene el aspecto 


vemo- 


E f (seo 


—— 
Тт 
[ne merino opara = n: La solución 


© la ecuacion. 


А 
ES { жи, эң» dre [s б). 


generalizada. 


determina por la sucesión de los funciones Vj) (9 para las cuales 
m 


{ленген 
i 


arami: 


24.5.3, Distinción de las hipótesis pora los procesos cstacionarios, 
Н Й "wi proceso estacionario con la media 107 Tn ción de coro: 
A A 

proceso para la hipótesis 77, 


пуш= 


zor : 
te [| (o [ле moa neat jen 


ei Qu. 


Desiguemos cou Wi el conjunto de fuuciores del aspecto 
тт 


ve. nf Lon 


donde ¢ (s, tj es acotada y edible on iF, Т) X 1-7, T]. Lungo, 
Pd o dann ph enda Л н 


1e m Fin m rar canar, n. 


Para la oquivaleneia de las medidas p y р, os noccsario y sufi- 
cite que exista tal función ® as бу de WF (А que sen válida Ln 


igualdad 
Ry) Bà | f attie qa, BaP, aru d. 


ТЯ 


s40 


on este caso la densidad tiene por expresión 
peer (if fac рават), 69 
donde y (a) es la medula espectral correspondiente al procose x (t): 


za fta, 


ln función Ф (e, Bj está ligada con b (а, f) por la correlación b (а, 
N= oe. B m DEG PAF, 00) у la integral «носін. 


tica múltiple en (8:9) se determi 
Te, o) X (ee, зо) para la et 


уба Bi x Iy, n = 
МҮЛ 


la integral sog 


la medida v 


» (X ly B) — y (nl — P, da. б! Пу, 0) 


$) se detormi 


(rinm f arc). ta coman con 1a tima 


"ҮЛ 


Sax. 


da son los valores propios del operador 
теш оа, Dee ar е) 


он Wr (25). Seiinlemos también quo 
Die en la Tormo 


Seo j nte] nva | атаа |, 
Es 


ма, p= У) oun 997710. 


© 


\їогө! en (5.9) se puede oserí- 


24.54. Distinción de las hipótesis sobre la densidad espectral. 
Supongamos que las funciones espectrales Р, 0) tienen densidades 
espectrales fy (A) Citemos algunas condiciones suficientes de 
dad absoluta y de la ortogonalidad do las medidas en términos 
de las densidades espectrales. 

T. Supongamos que están cumplidas las condiciones: 

їў para ciertos 4 y e; 


a GM SHA Seal ТА 


E 


donde qu (A) para cierto « > 0 tiene el aspecto 


j ema оду 


соп una función de cuadrado integrale ¢ (Ij 


КИЕНҮ a oa 
ur, add que жа =D lat medidas y coran 
Р Hrs cogen Ed e 

Mas day КУТ,‏ ا 
тайы Ж ебине I sci‏ 


аА с. 


donde a > 1. si 


(400-1 OI a, 

Шиит: ee 

entonces las medidas py y ра, corresqondiontes a x (0), (0, Т) 
ЖОН ЖОЛ 


» Û) de po expones 
E e eadi cumplida ja 


A 4< T para la cual con 


йыда 


a I RMP «e. 
Entonces, si 


э midas tı y у sov ortogonales, 
TV. St A GJ YF Ja O son densidades racinalos (raceionales, la 
condición notesaria y suficiente de equivalencia es In condición 
AA 
a 


«па HA qu a rl, que dogs tallos Муй» 


sid; consiste en lo siguiente. Sea m tal quo existe un limite finito 
distinto de com, 


img I DHR а 


Entonces existen también los límites 
dim mh mey, Mim fs A) = an ба» 


la particularidad de E 
ê edule a orinnci de f m ima der 


en Ватац Т) = жч) (). Con le probabil 
5a 


mite 


азу 


а e deta a pl 0, Caleta ll nomee de 1 
орт сала 
ИА еы 


244. Estimaciones de los parámetros de las distribuciones 
pura procesos aleatorios 


ойно pueda og 
і e qn ol Hei ponte ser с 
MS dep Hio Bop тше is odii v on Ма ein 
pasto d io oder Tas medidas po өш полотна ells y 


ET 


Еп oste caso la familia de medidas (po, Û € 6) se Mama regular. 
Зе supone que Ө es una ines p, ner mna ción aficion 
Tomente rogular. Entonces, la estimación del parámetro so puede ioter- 
minar, por ejemplo, mediante el método de vorosimilitud máxima. 
Sogalamos que para los procesos con incrementos independientes, lo 
rocosos difistvos, así como los gauselanos las condiciones de regul 
idad y el aspocto de la densidad se pueden deducir de los resultados 
de los pp. 24.224, 


Be más Intoresanto (y más especifico, procisamento, para la osta- 
dístiea de los procesos 
û dos de medidas 


aleatorios) el caso de la familia singular dos 
(uo. 9 € Ө). Entonces, si 0, 


po (229 00 $)-t, Vere. 62) 
[I 


Si vs pomblo determinar ¿nfeliblemente el parámetro esto signi- 
fica que asisto la ontimación conciliable del parámetro d. Los ejemplos 
таштап que existo tales familias ortogonales dos a des para las 
nales no hy estimación concilible. For cso sou do interés sl problema 
теге a la exislencia de estimaciones conciliables, así como los 
métodos de su construcción en caso de su existencia, Mås abajo se dan 
unos métodos de construcción de las estimaciones concliables. 

21.0.2. Métodos de proyección. Supongamos quo laz medidas 
ңә son tales que existon of valor medio del proceso э (0) y la función 
de correlación Ле (f, 2). Luego, existan des variedados lineales Z1 
Y La ® Ро ту con intersección nula tales que о (5) € La para todos 
land б а valor rol del parámetro =) — ao (0, con la pro 
Vabilidad 4, pertenses a Ly. Lo último sigolica que m ipn (0, 2 ат 
Ins funcionas propias del Operador мета! con núcleo Hp |, 5) Y 
Aa (6) son los valores propios correspondientes, es decir, 


Ma m0. 0= | Rolt. Yen (0, de. 


entonces. 


Àtj 


— дел, 


Designomos, 1 sme 


эре; E 
ا‎ t 
? $e toc los = (t) € L), Pa (0 = ya (0. Entonces para nuestras supo- 
ШШ 

po (s C) : Pz (0 = ag (0) = 
€— pito fa Mare 


40 y, en virtud de que 1 
» талпа (0 el parámetro 0. De este modo, usando 
"proyección, e рота principal consiste en construir 
ol “operador de. 


yección "P. 
seno, La fama de medida g es tuia de medidas gaussia- 
nas con valor modio 


= } ва, зуб). вз 
тт 
бше, т, ( {| Ви, асаа соо, el operador de correlación 


И көн 
pe Ui fric prre а ce del эри 
det б el propias y bon ret det ogon 

сокку E pgs qm 


= S a, Ve) (0, doude J} aj «co y con B, la variedad lineal dotas 
à 


E 


funciones quo pueden sor representadas еп form del segundo miem- 
Mm de GY 5 

Supongamos que 8. N R'A = (0), lo que significa quo para todos 
los 0 (s), para эзш [eo 


тї 
3 *xü jo ETD 


БЕ] 
Introduzcamos en В + R*/* el producto escalar: 
p т 
›@= У а VO j ви, 9004, 
E 
entonces. 
e r 
об. sihe За | оош. 
a 
Supongamos que В una función simt Ў 
pongamos quo d t, ina funci ы! 
2 вк VR 0+ 2 СЯ вл) 


donde У) а} + SJ ВЕ < se. Mostremos cómo se puede construir el 
operador P que pone la expresión 


Mun o 
A 


on corrospondencia con la función y (t) del tipo (6.4). 
Desiguemos con Bir) tales números quo la expresión 


x xt (= S ratito Jon ea}? 
a E 


лошо el valor minimo para ть 07. Entonces (у= lim Bj" y 


De este modo 


„ш = Pr (0, 
dondo = (i) es la trayectoria observada. 
sons ыз 


el punto anterior. Sefilemos que 
û la estimación de la media ow construia 
“de foncionales «найдсан, La el caso 
Iguna sucesión de funcionales cnadráticas 


тт 
квот] j Kat, Jz (02 6) di de 


y buscar la estimación do la media de ag (i eu forma del Imite do la 
sucesión de las funciones ai? (9 que dan el minimo а Ja expresión 
тт 


j IL 00008 0)— (0) de de 


КЕД vara ca el eonjugto Af de Ins medias probables (ue C) 
o pe Pn 
ue oxista el 1 
ye 
нз 0, Os 
1 


д | 


existe tal mótrica p en Ө que si Ẹ (1) = т (0) — «e (0) (0 es ol 
volor red dol радна) tonces con la probada, 0 


te af (0) es suficiente que se cumplan las condiciones 


т 
| Ka (f, Ma, (=p, (DI lag, (904, (dt 4 = + oo, 
LI 


єн do 10, TI, la densidad 

е иза, para sulesquier t... fy do 10, TI, la баман 

conjunta siempre positiva do шарийа 2 (5), -. ns z (h) 
PPM 


zi 0 0sel valor real del parámetro, Eligiendo un valor û, € Ө introduz- 
amos las funciones 


м 


Po 


0, «з=, 


540 


Un е una funcional de la trayectoria en observación) donde 
«unus eum T y minm mro 


D 


эга n > co. Si el proceso x (0 es estocásticamente continuo cualquiera 
ши И ioc ell del parmst, entonces, si биен el valor ral del 
parámetro, lim fq (0, = (-)) = 0, con probabilidad 4, para todos los 


Of o y, pama 0 = Op eto nito os igual a 1. 
Sia 6) un valer para el cual 7, (P =() вава) méxico 
sepe г PP. Ctm gs Û cl mno O чаа o wi 


Compacto. Es maral ере а titulo do la estimación Ja magnitud Ôn- 
к dicas e comdlibiidad de esa estimación on сайа cadi 


SO SU pongamos que x (4 € £a JO, T]. Elegimos un sintonia orto- 
vendis deme den f Zoo: T] imos m eed 
[no 
А 
a= Í COREN 
Sea pf" ys > +, Jn) la densidad conjunta de las maguitudes zy, + ++ 
Sgt 1 O es el valor тө del parete 
rm à 
„ө d EE [2 


La estimación Üp so det 
Жек el máximo. 

i6S. Método de Bayes, Estén cumplidas las conducionos del 
panio = = E 3 3 09, 202) ІМ: función. E ы: 
Tot la igualdad (0.9) 80.0, Supongamos que Ө es un conjunto abierto 
Vor cT eu ol spec normalizado Duval, damos en Ө al medida bore 
fie quet medida de tain oi T 
Mana do la estimación de Hayes del parámetro Ө o foma Ia succi 
de estimaciones 


uina como el puto donde la última función 


Ўто, x CD v ito 
nO, Cv * 


Шу que investigat la coneiliabilidad do esta еніне 


сп cada caso 


Capitulo 25 


ESTADISTICA DE LOS PROCESOS ALEATORIOS 
ESTACIONARIOS EN AMPLIO SENTIDO. 


25.4. Propiedades de las estimaciones estadisticas 
Para las caracteristicas de procesos estacionarios 


25.1.1. Problemas de la estadística de procesos estacionarios. Supon- 
amos que se vbsorva un proceso alcalorio (E (0, £ € 7) y los razona- 
fnlentos aprioristicos o el test estadistico realizado de antemano por- 
g considerar r el proceso (2 (0, 1€ T) tiene el aspecto 


DUE 


tai, tE T, o bien 
D E= Y) aoa (WHEN, dondo on cada caso tU) es un 


proceso aleatorio estacionario en amplio sentido con esperanza 
fatemática pula 
sie a [De £ € To, la trayeetoria dol proce E (0 observada duranta 
їр Te dondo un Intervalo on ol eo do tempo 
Sla, Bonel cmo ос continuo o una suconda de momentos do 
Tom (in, kom d, 
A бай iius da омана H3 
L€ Ta, la función espectral o la densidad 
Jon alo 1 proceso be pd 
y hay quo Fy a edia 
Че picem 
también imt: 


upon T a base de las observa 
clones 2 (0, 1€ Te, le p [oL 0 eb 0 de 


repradón 4 Û) = Ў) Onon (0, dondo las funciones oy (9, RTT, 
se suponen conocidas, 

los son los problemas fundamentales de la ostadistica de procesos 
estacionarios, Punden exulir variantes, por ejemplo, la estimación 
rovia do la función eopecral para Ja etiiación petetioe de la media 
Eos parámetros de la regresión. 

2:12. Propiedades de ls estimaciones, Sen û una ostydistica 
destinada a [ver uno de los problemas menci X3 la cual rej 
sonta una funcional de la Vrayeelorie en сс, (01€ 
PS e ra 1 elegir 1 

En el conjunto do estadísticas ji es natural elegir las que tienen 
mo уоран, pp үчтү E 


КОЕ 
1 шаса (а du ) debo sor lineal). 
M dette gels Ra A ori em as dal probus 


ыз 


RO, LET} y н, la estadistica destinada a estimar A, эе origo que 
Nil. 

3, Canela. їл онаа db converger, on probabili- 
dad, à A cuando aumenta el intervalo de observación. 

ч данос La estadística E debe tener la varianza minima 
cards л la e qe are 

AES Py que limitarse a exigoncias más débiles quo las ex 

MY UE T Rs 

27 Carácter sintético. Ма — A evando e intervalo de 
observación crece Tlimltadamente. м 

чад asintótica. La estadística $e debe tener la varianza 
asintólicamento mínima ontro las estadísticas de la clase dada cuando. 
Seco de патас crea надае, 

тету е орта д de Ta estimación os sufiolento 
cerciorarse de que su varianza tiendo a oro 


media desconocida 


252, Estimaciones 


1€ Fo. Ja trayecton 
f (Des un procesa 
Y función covariaci 


3 
jo en 


Si el proceso estacionario en observación es ergódico la estimación 
ritmátiea m es conciliablo. La estimación do la modia m según 
lo de los cundrados mínimos es la estimación media aritmó- 


Mea т. 
Dóterminemos la clase M de estimaciones insesgadas lineales 
de la media desconocida. 


Memfi: if carne}, 


donde las funciones g (0 pertenocen a la claso do tales funciones equi- 


pane MN S 


2 (0, tEla, Bj, es la jectoria del proceso Elo, t€ T) 
laus dn DS mem wo 17) ее 
"Teorema 1. a estimación media arímétrin Ж tiene varianza 
аннин minima en la clase М o 
Do че modo, entre les estimaciones fi € My para b — a- e 
ae iste cslimaciones más elicit que la estación melia arit- 


sio 


e puede obtenor una clase do estimaciones insesgadas lineales 
«considorablemento más amplia quo Az Investigando o fas estimaciones 
Sen suspensión” del tipo 


Pa Darzi 


Soa М» la clausura do la clase de estimaciones del tipo (2.2) en 
media cuadrática. 

"Teorema 2. En My existe, salvo la equivalencia, la única estimación 
ide a madia desconocida que tiene varianza minima, on la particularidad 
lo que 


EDI en 


aeu. 


4 para cualquier n > d. 


маг) = С, 1618,0, ea 
donde C= їнї Df es la varianza de la estimación m. 
йем, 
25.2.2 Cálculo de las estimaciones de la media a base del pronós- 


imaciones eficien- 
сов se basa en 
lo las observaciones. 


teo. Uno do los métodos e construcción 
e» de 1а medin para los procesos estacion 
el análisis del pronóstico construido a partir 
Sa te To = lu 0 

Sev £A) para t Cle, Ы ol mejor pronóstico imsosgado lineal de 
Ins estimaciones = (t). £ € la, Dl, es decir, Mz (nas m, MI s (0— 
ECON mie para todos los t El 

Totroduzcamos la estadística ji, dotermivada como modia dol 
tiempo, construida mediante el pronóstico 2 (0: para la, М © [—4 А1 


ña | 1 sues] nns] sma]. ea 


so verifica. 


gro а estimación inesgda lineal con varianza mi 
ч 
Teorema 3. "n 
Rc lim fa 


Si el proceso t t) es tal que Û 2 (0 dto, entoncesel resultado 


del tgorema 3 puede sor cerita de una manera más cómoda para el 
Пешо. 
Soa (0 el mejor pronóstico lineal de los valores z (t). ¢ € la, ûl, 


hecho en supuesto do que т = 0 (si ¢ Elo, ê, zo (D = = (D). 


Teorema 4. $t ў 8000-4 о енне una constante d tal que 


aa Î ama 


550 


y d = determina dl único mado dela condción del carácter insesgado 
Же» 

клк 1. Son igual a (0 = M а función covariaconal del 
Pr ts КАЛЛЫ ү 
encontramos el mejor pronostica lioe ^ 


EE 0), <>; 


|. Suponiendo quo m = 0 


ч, tele, bh 
pela, v0. 


Por consiguiente, id зоа} soni soar 


+ эшш] [ E+ ваа. 


La condición del 


rácter insesgado da 


naam [+ eoat] 
[2420-22]. 
Т? 
араса" 
De cto modo 


satj оа 
hayi —' эз 


en 


e, в-а 


25.2.3. Ecuaciones del tipo de Wiener—Hopf. En una serie do 
casos so puede obtener la fórmula explícita para la estimación lineal 


ЕД 


Ds dan de la media desconocida m, partiendo do la roprosenta- 
ción formal 


A= nan. en 


acer la condición sobre el carácter insosgado 


La función б doto 
de | df (4) = 1 y es la solución de la ecuación integral de tipo de 


Wiener Hopf. 


+ 
j esase, iere a m 


nuo se obtiene de (2.3) pora las estimaciones de este tipo. 
Para los procesos de densidad espectral racional fraccional, la 
ecuación (2.8) siempre tione wna solución que contiene combinacionos 
Tineales de funciones delta de Dirac y sus derivadas. Tal solución puede 
sor hallada explicitamonto (véase el p. 25.3 3). 
guarro 2. Boel caso de un proceso otacionario de Márkor, la 
ecuación 


‚ 
|а, rete m 


tiene la solución 


GO luta) otn b— D). 


donde 


9 ten 
cosa 


La estimación m= | =(0.40 (0 coincide de modo natural con 


da mencionada et tipi d) омадай special rient 
vercion — 
Araccional del po 2 iE 


1 
1T 
" 
donde Q(2)= У? gps", ту son números reales (proceso de sutorre- 
gresión de orden 4). 
s 


Ва este coso la solución de la ecusción (2.8) tiene el aspecto 
LO C (y a бө —0+66—01+1® Ф—0— 

8 MA sede O (0— 1) + (— 1) 879 (t аў), 
donde 8 (9) e la función delta de Dirac, 809 ( es su 1-eima dorivadi 
Por consiguiente 
im Ce | errar ise 


+ (0) 


ME e t) (s a), 
denis 
э 
о ЕИ 


25.2.4. Método де Yaglom. Tenga el proceso E, (0 densidad espec- 
tral racional fraceionol 


а-ар, 
donde P (o) os un polinomio de grado p, Q (0, un polinomio de grado q, 
p<aywes(n= | iM tO) la representación ospoctral de la 


EL método de Yaglom consiste en repro- 
'nsesgada lineal m on a forma 


irayoetoria æ (1), ¢ 
sentar la mejor estimi 


al ваъ en 


y señalar las condiciones que determinan unívocamonto la caracteris- 


[^ ың, 0 de e estimació y que permitn oaloularia 
ccr, ни 
агава de Yaglom. Para esos con иген 
raconte рае оа la caracteristica espectral qi. 0) en O.) ue 
trina untipermente por lee condiciona: 
Зу. м (B er uma Janctón completa tal que 


окоо 


b) ась (A) puede ser representada en la forma 


_ مدا‎ TO | cas m 090) 
9.0100) II 0240 


ssa 


т» 000 033 ds "S 
ALPI qn toma función onaltica en el semiplano 


superior, wa (U) es 12030 (0) E 
мелт, wa е чь бә EEG es una función analitica en 


(0) б; 


donde qu (j= 


+ semiplano inter 
©) Иш te. t) 0 (condición del carácter imvesgado). 
Las Tnnciones a (4) gis OX, en virtud de a segunda parte do ln 
condición a), pueden ser sólo polinomios de grado o superior a p. 
Para la varianza de la Etat: a, el método do Yaglom da la fórmula. 


Da ў Hte 0) I3 10043 za | Ez 


torregnesíón y sumación móvil) 

A perte de Ia bervación c (0, £ Go, Hl May que dar In mejor osti- 
Win egal do la sil, ol penoso, E Q0 тт < Fo (0 

AA RA 


pme atty iaa 


MaA- ‚ 


“рай 
гю ie Oo [82 — ү Зал ай] 5 

+ ilaa, ay 
iudi йүз буада e айй EG 
шу АЙ M delen rope 
йота аһ M) Y о 
Р El sogundo м iibro de (2.12) es más cómodo reptesentarlo en la 
= 

"we a 

e NL +‏ + ہے | ue‏ ر 


жана Au]. е» 


donde los coelieiontes ch. cb, А773 deben sor determinados. 


De la condición a) se deduce que 
ала 
La condición del caricter insogado e) da: 
ET 
ero eis 


эм 


De la condición b) se deduce que el coeliciento do é on cl s- 
gundo miembro de (2 13) se anula para X MA жу el cooficiento 


te 


de ^ so anula para A=- 
para definir eh, еб, k=0,3, las cuales faltan en (2.14) y (2.15). La 


solución de las etuaciones correspondientes nos ofrece 
=a (vi S FE) tema 


a, lo que da las cuatro ecuaciones 


А 
qa (n аута) j na 


-vta f a (55*-)) na]. 


donde y= 


эг, 
Кр, 


am [asy Затое fe +a, 
зав (эһ Se 3 E) 


— Am. 
anty Зато eh ST eoru ah 275 


Da 


25.3. Estimaciones de los parámetros de la regresión 

25.8.1. Estimaciones de los parámetros de la regresión medi 
el método de los cuadrados mínimos. Supongamos que se obser 
proceso dol aspecto 


O= Y ha 0+ an 
donde E, (€) es un proceso estacionario con media mula, ay (By E = Tor, 
Son funciones no slestorias conocidas que se suponen str Tinealmeito 


Independientes, бу, £ = 1, 7. son parámetros desconocidos. El problo- 
ts à a defimición de jas estimaciones de lus parámetros бу 
"A, del proceso E () se Пата problema 

iros de la regresión 


EDU 


A 
En las aplicaciones radiotécnicas de los procesos estacionarios 
а = А и, Bas >. OF) so Mama señal (GUI), E, (€ ruido estaciona- 


55 


rio. En las aplicaciones económicas, biológicos, sociológicas А 
к кт o e сенек 

ЕГ pecto тл simple lo tenen las estimaciones insesgadas linen- 
Jes de Ios parámetros dé la позан, caleludas por e método de los 
undrados mínimos, es decir, les estimaciones Ea que minimizan ln 
funcional Jrática: E 


fleo-3 on afa. 


Si an (€ La la, b). km IF, entonces 
n 


¿we өз 


h= У 
Ё 
donde ер as ol (k, simo elemento de la matriz Inversa а a matris 


a= Fh nar. 


Soñalomos que cuando so calculan los parámetros le la regresión 
par el método do los cuadrados mínimos no se supone el conocimiento 
Де Ins propiedades de correlación y espectrales del proceso € (0. 

идол quo Ja Fanción espetal 7, 0) el proce by (0 
es aboolutamonto continua y la densidad espectral Je 1) es acotada 
Y ea sompen pedem тыйыш айы ao más 

"Teorema 1. Para que las estimaciones Ùp de los parámetros O, por 
а método de lor cuadrados minimos seen conciliabes, es nerearlo y Pii- 


ciente que para todos lot Pas Das > py la función (A= $) py (0 
Li 
Зайцево la condición 


[ота 

Suponiendo que el proceso E (0 tiene densidad espectral racional 
tocco y las funcions се e (tenen el apoco. 
nm 
doble m son números enteros no negativos, 0, 
Sie tact 210 че lema теренде Figonomdtticn polinomial, los 
cstimucionos бу de los parámetros бу do la regresión son asíntóica: 
ЮЧИ елка on el siguiente sentido. 

Soan G fas И una maire covariacionl de las mujores estimaciones 
оона Mol de los parámetro de i regresión (з specta expli 
eito so de en ol punto siguiente), Ea, 9), una matriz covaraciotal 


sos 


de las estimaciones у de parámetros бу, determinados por el método 
de los cuadrados mínimos. Entonces С (a, 0) > C (e, 8) (es docir, 
Û (а, b) — G (a, 0) os una matriz no negativemente determinada 
y existe una función no decreciente y no negativa g ( tal que 


20—900, #0. 


25.3.2. Mejores estimaciones. lineales de Xe parámetros 
de la regresión. Si se conocen la función espectral Р 0) y, por consi- 
ueste e (шый decoración (dal ros Fa (0, ages qe 
eo RA funciones ау (9. que Ta baso do 
a fegresión 4 (9, son tales que el proceso $ 10 pensait In representación 


espectral $ (0= ї AA a 03, диме O= Y, ARAFO 
+ dla 0), QJ O un proceso ресим! que "correspond al proce 
o N: (Qm | Pza, y аа A) son funciones do cuadrado into- 


url según 1 adi epectnl С 


Tenere 


^ Jes cuales son soluciones de la 
UD ae et fpi" 


(0, abreviada: 
sehación integral 


ETT 


ppro ide E foe tet эмп continuas casi 
љар аба А онна Пък, e (es dio 
Continuidad en el Tuo i AT eter jose de a nio 
тейден do = (9, ГЄ a, df, s puede delinir exactamente lox valores 
del. parámetro 0, a sabor, la estimación 


1 
а= 10006-0 

con la probabilidad 1, valor exacto 0. Paral 
Tunción a (1) del ejempl i) no tiene soluciones en 


da rema 2. Pere que ia ecco (34) tege зна en La (F) 
а necari у лышы que 


ч. Ba 


dado la ecuación ( 


ЭКОО, 


& do que es equivalente, 
Pt Y eet 
donde ink se toma según $ Û) que son sumas Ja de 1 forma 


TA 


y tates, que Ye) = 1, = TIT. S1 a solución dela ecuación (34) 
S fan кише деде las ocuaciones (3,4) están obtenidas ol 

de Гый de los perdete do a regresión тө reduce resolver 
SP дош leal do ehacioces арты, 

SE función eptirst б) y ша funciones Мнн 
PIN + de la regresión A (t) = У) Unan (f) satisfacen las condi- 
Clanes del trema Y y бу om шеит dels ecuaciones (ЗА), entonces 
Tas тасв insesgadas Илеге y de les parámetros O, que Henen 
darse minima ve determinan por lus атй 


&- ar | meto. өз 
E 


donde О) es ta representación especial de la trayectoria 2 (0, 1€ |a; 
dj Cv (y, 0) es el Uy) 23tmo elemento de la matriz C inversa а la 
matriz De (day, n dT), donde 


TOS 
es la mateiz couvarincioval de los estimaciones inssgadas 
чч de de, E — 1. т, determinadas por la igualdad (L0) 
t todo de que la matriz Uy — C ost дешти: 
КК 


Mi 
donde P) Ў т.о Ў а, ре, ln solución do las 


E 
«ovaciones (3), así como la Solución del problema de la estima- 
КЗ раан бе regresión. pueden ser Майды 
т о Оа, polinomios P (e) y ( (s) tenen ceros айо en el 

feorema 4. St los o ceros өйө en d 
чн queris, mondana dela гиса del polinomio P (8) no es риле 


mente Imaginaria y las funciones ap (D, ® = TOF. vtfeten lar coño 
lose A AA т е 


[o аын 


Hene а aspecto 
am M ar? Уу Roy] Pana, 
E A 


(x) (f) O O esto solución dela 


zo (E) m oae 
co eden de Inr 


a 


no (2) mona Lo (nin 


[T 


E I X cee(i)«e 


Г 


284. Estimaciones de la бели espectral 
"de la función especia 

Be er sucesiones estacionarias 

254.1. Perlodograma. Sea (E (D. (€ T) una succslón a catoria 

atutami эрин и 

la руксат del. proceso E (p). donde Tp = Шы A de n). ЭТ. 

Dase de la mayoria o lio сайы; Зей адаи А eelit 1e 

Pr ar cH esc iama peridgruma que dat put la 


pon 
nO x 3 «nef. 


[3 


Observación. Para los procesos con tiempo cor 
grama so determina como. 


м йа и. ва 


donde z (5, 1€ le, Bl, es la trayectori 
estudio, Los resultados formul 
поз, correspondientes, 
$i FO) e la densidad espectral del proceso E (1), СЄ T, entonces. 
lim М, Qf 03, вз 


del proceso estacionario en 
abajo tienen análogos con- 


ina estimación asintóticamento insesgada. 


ee decir, el periodograma 


Че la densidad especi . 
Eu dm hm 
A A d) 
== 9 ФА 


s oriodograma no e una estimación concilia para In dons 

lad espectral, 

El porlodograma 1, 0) considerada, como un proceso alomorio 
ал, Бепо pata л grandes trayectorias fluetuantos eu virtud de (4.4). 

P105) 42- Vitimaclones de la función espectral. Sen е 


à 
DE us 


y ма Р 0) una función cspoctral del proceso E (0), СЄ T. La estadis- 
dica Pa e за estimación snióicamento inerged de la función 
реГ 


lim MP, у= Р). 4.0) 
S1 (0. Є Т, osun proceso esgódico, la estadística f, (4) ea una 
volu liable VE e facon сарты, lo que fien la 


dofinición de Ê, (4) como una funelón espectral riea. 
EA о 


lin sup lên 00—001 =. вл) 
Soa (EET, una sucesión estacionaria гери! 
Su representación en forma de uns 


Toss | 


móvil, ME()=0, ME (04. Pongamos Af з= | 1n (H) d. 
i 
n 


Py j 14и. donde f(A) es la densidad espect 


мє? 
a 4, St se cumplen las condiciones: а) E (i) tiene el cuarto 
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TÍTULOS DE NUESTRO SELLO EDITORIAL: 


Irodov 1. 
LEYES FUNDAMENTALES DE LA MECANICA 


La finalidad de este libro es la de concentrar la atención 
sobre las principales leyes de la mecánica (de movimiento y 
do conservación de la energia, del impulso y del momento de 
impulso). así como mostrar el modo de aplicar estas leyes en 
Ja resolución de distintos problemas concretos. El libro contiene 
ries: 1) mecánica clásica y 2) mecánica relativa. En la 
primera parto, lus leyes do la mecánica so analizan con apto- 
Ximación memtondas 


velocidades comparables a la de la luz, 

El libro está dedicado a los estudiantes de los primeros 
cursos de institutos superiores y universidades con programa 
ampliado de fisica. Asimismo, puedo ser útil a los estudiantes 
de cursos superiores y docentes. 


Krasnov M., Kiseliov A., Makárenko G. 
ANALISIS VECTORIAL 
La buena preparación matemática 


indudablemento c 
distintas espceiali 


1 ingeniero moderno, 


vectorial, incluido boy en los programas do los cursos de mato- 
mática superior de institutos y universidades. 
lección de problemas de análisis vectorial propuesta, 
contiene el mínimo necesario de problemas y ejereicios del 
curso de análisis vectorial correspondiente al programa de los 
institutos técnicos de enseñanza superior. 
El libro puede ser considerado como un curso brevi 
isis vectorial, en el que se comunican sin demostración los 
hechos básicos, ¡lustrándolos en ejemplos concrotos. Por eso, 


Efimov N. 
GEOMETRIA SUPERIOR 


En este libro se examina un gran número de prehlemas. 
So da la argumentación matemática de: la geometría euclidea, 
Ins geometrias no euclideas de Lobachevski y Riemann, la geo- 
motría proyectiva, la geometría de Minkovski y las cuestiones 
geométricas de la teoría espocial de la relatividad y una noción 
eueral do las formas topológicas de la geometría de curvatura. 
Constante, La obra so divido en las tres partes. El material prin- 
cipal se expone en las prüncras dos partes. El material del la 
nociones principales de la geumetria decarvatora. 

rovechado еп el trabajo de los círculos 


El libro so caracteriza por la claridad de su exposición y es 
comprensiblo pora amplios circulos de lectores, aunque las 
Cucstiones que trata, por así decirlo, no siempre son sencillas 
Ема monografia ha sido reeditada varias veces en la Unión 
Soviética y en otros paises. Está destinada а los estudiantes 
de centros docentes superiores así como a todas aquellas por- 
sonas que se interesan por las matemáticas, 


